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پیش گفتار

در کرده ام. تدریس الزهرا اه دانش در را تصادف فرآیندهای و احتمال درس بار چندین کنون تا من

این امتحان هایِ در که سئوال هایی کردم. استفاده و آماده درس این برایِ را درس نامه  این مدت این

درس نامه فصل هر آخرِِ سئوال هایِ مجموعه به به تدریج کرده ام استفاده الزهرا اه دانش در درس

بخش ها از بعض شد باعث م شد مطرح درس کلاس در که سئوال هایی است. شده اضافه

شوند. تشریح بیش تر مواردی و تکمیل

هنوز این که بر علاوه است. ابتدایی ل ش در هنوز درس نامه این که باشید داشته توجه

دارد. الات اش احتمالا است، ناقص

آقامحمدی امیر

۱۳۹۹ تهران،
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۱

احتمال

مقدمه ۱ .۱

است ن مم م اندازیم را ه س ی وقت چه؟ یعن است، p رویداد ی احتمالِ م گوییم وقت

این است. 1/2 رویدادها این از کدام هر احتمال م شود گفته معمولا باشد. خط یا شیر نتیجه

در ندارد ان ام آیا م آید؟ شیر بار پنجاه حتماً کنیم، پرتاب را ه س بار ۱۰۰ اگر آیا چه؟ یعن گزاره

چیست؟ احتمال دقیق معن یِ دارد، ان ام چیزی چنین اگر باشد؟ خط نتیجه پرتاب، ۱۰۰ همه یِ

از دقیق و کم تعریف ابتدا است لازم شروع برایِ یریم؟ ب اندازه را روی داد ی احتمالِ چه طور

بحث دوباره بعداً احتمال سنجش موردِ در بپردازیم. آن سنجش به سپس و باشیم داشته احتمال

بپردازیم. اول سوالِ به فعلا کرد. خواهیم

محتمل روی دادهایِ تمام مجموعه ی ابتدا است لازم کنیم، تعریف را احتمال که این برایِ

با را آن و م گوییم مرجع مجموعه یِ محتمل، روی دادهایِ تمام مجموعه یِ به یریم. ب نظر در را

نتیجه ی قاعدتاً اندازه گیری، هر در محتمل روی دادهایِ تمام بین از البته م دهیم. نمایش Ω

است. مرجع مجموعه یِ این از زیرمجموعه ای اندازه گیری نتیجه یِ هر این بر بنا م دهد. رخ

مجموعه یِ و .{D} خط یا ،{H} شیر است، محتمل روی داد دو ه س ی انداختن در مثلا

انداختن بار دو در مثلا یا است. آمدن خط یا آمدن شیر یعن محتمل روی دادِ دو برایِ Ω مرجع
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۲
احتمال ۱

،A2 := {D,D} خط دو ،A1 := {H,H} شیر دو است، محتمل روی داد چهار ه، س

دوم دفعه یِ و خط اول دفعه یِ بالاخره و ،A3 := {H,D} خط دوم دفعه و شیر اول دفعه یِ

روی دادِ است. Ω = {A1, A2, A3, A4} مرجع مجموعه یِ .A4 := {D,H} است شیر

یا نیست مهم برایِ مان آن ها ترتیبِ و آمده خط ی و شیر ی حتما که این یعن ،{A3, A4}

است. آمده شیر ی بار حداقل آن که یعن ،{A1, A3, A4} روی دادِ

متناظر مجموعه یِ به بتوانیم باید آوریم دست به را روی داد ی احتمالِ بتوانیم که آن برایِ

مجموعه ها با که بدانیم است لازم آن از قبل دهیم. نسبت اندازه یا عدد ی روی داد، آن با

مجموعه دو اجتماع نیم. ب م توانیم چه کارهایی

A ∪B = {ξ|ξ ∈ A or ξ ∈ B}, (۱ .۱)

مجموعه دو اشتراکِ

A ∩B = {ξ|ξ ∈ A and ξ ∈ B}, (۲ .۱)

A نقیض و

Ā = {ξ|ξ /∈ A}. (۳ .۱)

م شود. داده نمایش B −A با و نیستند A در و هستند B در که روی دادهایی مجموعه

B −A = {ξ|ξ /∈ A and ξ ∈ B}, (۴ .۱)

B در فقط یا A در فقط که روی دادهایی مجموعه یعن (A − B) ∪ (B − A) این بر بنا

دو م شود. داده نمایش ∅ با و ن مم غیرِ روی دادهایِ مجموعه ی یعن ته مجموعه یِ هستند.

به یا ناسازگارند روی داد دو این صورت این در .A ∩ B = ∅ اگر متمایزند، B و A روی دادِ

نم دهند. رخ هم زمان ر دی عبارتِ

ساخت م توان را (A−B), A∩B, (B −A) مجموعه یِ سه B و A مجموعه یِ دو از

است برقرار آن ها بین زیر اتحادهایِ که
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احتمال اندازه، ۲ .۱
۳

(A−B) ∪ (A ∩B) = A, (۵ .۱)

(A ∩B) ∪ (B −A) = B, (۶ .۱)

(A−B) ∪ (A ∩B) ∪ (B −A) = A ∪B, (۷ .۱)

(A−B) ∩ (A ∩B) = ∅, (۸ .۱)

(A−B) ∩ (B −A) = ∅, (۹ .۱)

(A ∩B) ∩ (B −A) = ∅. (۱۰ .۱)

زیرند صورتِ به قوانین این ⁃۱ دومورگان قوانین

(A ∪B) = (Ā ∩ B̄), (۱۱ .۱)

(A ∩B) = (Ā ∪ B̄). (۱۲ .۱)

احتمال اندازه، ۲ .۱

تابع مجموعه هر اندازه دهیم. نسبت اندازه ی مجموعه هر به است لازم احتمال تعریفِ برایِ

م دهد. نسبت عدد ی مجموعه آن به که است

µ : A→ µ(A). (۱۳ .۱)

باشد داشته را خواص این باید اندازه تابع

µ(A) ≥ 0, (۱۴ .۱)

A ∩B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B). (۱۵ .۱)

باشد، محدود ،µ(Ω) مرجع، مجموعه یِ اندازه یِ اگر است. فزون ور مثبتِ تابع ی اندازه تابع

که کنیم تعریف را P مثل بهنجارشده ای اندازه یِ م توان آن رویِ از

P (A) :=
µ(A)

µ(Ω)
. (۱۶ .۱)

De Morgan’s laws۱
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۴
احتمال ۱

صورت این در

0 ≤ P (A) ≤ 1, (۱۷ .۱)

P (Ω) = 1, (۱۸ .۱)

P (A ∪B) = P (A) + P (B), A ∩B = ∅. (۱۹ .۱)

ول نیست، بهنجارش پذیر تخت صفحه یِ رویِ بعدی دو ل هایِ ش مجموعه یِ .۱ .۲ .۱ مثال

مرجع مساحتِ که باشید داشته توجه است. بهنجارش پذیر کره ی رویِ ل هایِ ش مجموعه یِ

متناه کره ی مساحتِ که حال در است، نامتناه تخت، صفحه یِ رویِ فضایِ کل یعن

اندازه  هایِ باشد، نامتناه م دهیم نسبت مرجع مجموعه یِ به که اندازه ای اگر معنا این به است.

نیستند. بهنجارش پذیر آن زیرمجموعه هایِ

که م کنیم تعریف صورت این به را روی داد ی احتمال

۲ .۲ .۱ تعریف

م دهیم. نسبت مجموعه ی ن مم روی دادِ هر به ●

م کنیم. تعریف اندازه تابع ی مجموعه ها این برایِ ●

یعن روی داد، آن با متناظر مجموعه یِ بهنجارشده یِ اندازه یِ با است برابر احتمال ●

که مرجع مجموعه یِ اندازه یِ به روی داد آن با متناظر مجموعه یِ اندازه یِ نسبتِ

است. روی دادها همه یِ مجموعه یِ

روی دادهاست. آن وقوع احتمالِ جمع متمایز روی دادهایِ اجتماع احتمال ●

است، A ∪ Ā = Ω چون

P (A ∪ Ā) = P (Ω) = 1. (۲۰ .۱)

پس A ∩ Ā = ∅ اما

P (Ā) = 1− P (A). (۲۱ .۱)
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احتمال اندازه، ۲ .۱
۵

است، مرجع مجموعه یِ همان مرجع مجموعه یِ و ته مجموعه یِ اجتماع چون

P (∅) = 0.

که یریم ب نتیجه م توانیم (۱۰ .۱⁃۵ .۱) روابط مجموعه از استفاده با

P (A) =[P (A−B) + P (A ∩B)], (۲۲ .۱)

P (B) =[P (A ∩B) + P (B −A)], (۲۳ .۱)

و

P (A ∪B) =P (A−B) + P (A ∩B) + P (B −A),

=P (A−B) + P (A ∩B) + P (A ∩B)

+ P (B −A)− P (A ∩B),

=P (A) + P (B)− P (A ∩B). (۲۴ .۱)

بخواهیم را نیستند مجزا که رویدادهایی اجتماع احتمالِ اگر دیدیم، هم مورد این در که طور همان

نوشت. مجزا روی دادهایِ اجتماع صورتِ به را آن ها باید آوریم، دست به

هستند. متمایز باشد، ته مجموعه ای یِ شان اشتراکِ  که روی داد دو ۳ .۲ .۱ تعریف

صورت این در م کنیم. تقسیم متمایز روی دادِ تعدادی به را روی دادها کل کنید فرض

Ω =
⋃
i

Ei, (۲۵ .۱)

Ei ∩ Ej = ∅. (۲۶ .۱)

صورت این در

P (
⋃
i

Ei) =
∑
i

P (Ei) = P (Ω) = 1. (۲۷ .۱)
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۶
احتمال ۱

دفعه یِ که آن احتمالِ م اندازد. را متقارن کاملا ی ه س بار ی کس کنید فرض .۴ .۲ .۱ مثال

اگر است. P (B) = 1/2 بیاید خط اول دفعه یِ که آن احتمالِ و P (A) = 1/2 بیاید شیر اول

ن مم روی دادهایِ بیندازد، ه س بار سه او

{AAA},

{BAA}, {ABA}, {AAB},

{BBA}, {BAB}, {ABB},

{BBB},

از است عبارت مرجع روی داد احتمالند. هم هم که است

{BBB,BBA,BAB,ABB,BAA,ABA,AAB,AAA}.

دفعه یِ آن که احتمالِ است. P (A1) = 1/2 بیاید شیر اول دفعه یِ همان آن که احتمالِ ب⁃

n − 1 آن که احتمالِ بالاخره و است. P (A2) = 1/4 بیاید شیر دوم دفعه یِ و نیاید شیر اول

انجام کرات به را این کار اگر است. ،P (An) = 1/2n بیاید شیر اُم n دفعه یِ و نیاید شیر دفعه

یعن آمد، خواهد شیر نهایتا دهد

∑
n

P (An) =
∞∑
i=1

(1/2)n = 1. (۲۸ .۱)

انتخاب تصادف کاملا طورِ به Q نقطه یِ ℓ طولِ به AB پاره خط رویِ الف⁃ .۵ .۲ .۱ مثال

قطعه یِ اندازه یِ نسبتِ این که احتمالِ م کند. تقسیم تکه دو به را پاره خط نقطه این م شود.

در ببینید. را ۱ .۱ ل ش است؟ قدر چه باشد 1/3 مساوی يِ یا کوچ تر بزرگ تر، به کوچ تر

مساوی يِ BD/ADدقیقاً AC/BCو یعن بزرگ تر به کوچ تر قطعه یِ Dنسبتِ و C نقاط

کوچ تر بزرگ تر به کوچ تر قطعه یِ نسبتِ ABکه پاره خط رویِ نقاط مجموعه است. 1/3

AC رویِ نقاط یعن خط، رویِ تیره تر تکه هایِ روی که است نقاط باشد، 1/3 مساوی يِ یا

درصد 50 احتمال پس است. 1/2 پاره خط کل به تکه ها این اندازه یِ مجموع هستند. BD و

است.
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شرط احتمالِ ۳ .۱
۷

۱ .۱ ل ش

۲ .۱ ل ش

راستِ سمتِ تصادف کاملا طورِ به P نقطه یِ است. AB ِ پاره خط وسط O نقطه یِ ب⁃

ل ش م کنیم. انتخاب O نقطه یِ چپِ سمتِ تصادف کاملا طورِ به Q نقطه یِ و O نقطه یِ

مطابق است؟ چه قدر باشد کوچ تر ℓ/3 از نقطه دو این فاصله یِ این که احتمالِ ببینید. را ۲ .۱

تصادف کاملا را Q و P نقاط اگر م گیریم. OQ = x2 و OP = x1 ،۲ .۱ ل ش ل ش

داخل نقاط تمام صورت این در هستند. 0 ≤ x2 ≤ ℓ/2 و 0 ≤ x1 ≤ ℓ/2 کنیم، انتخاب

ببینید. را ۳ .۱ ل ش است. ما مرجع ناحیه ،ℓ2/4 مساحتِ به مربع یعن ،ℓ/2 ضلع به مربع

اندازه یِ اما است. قبول قابل ناحیه تیره تر ناحیه یِ پس باشد. x1 + x2 < ℓ/3 م خواهیم اما

نظر موردِ احتمالِ و است ℓ2/18 تیره تر ناحیه یِ

P (x1 + x2 < ℓ/3) =
ℓ2/18

ℓ2/4
=

2

9
. (۲۹ .۱)

شرط احتمالِ ۳ .۱

به باشد. داده رخ B آن که شرط به دهد رخ A که است این احتمالِ ،P (A|B) شرط یِ احتمالِ

باشد، P (B) ̸= 0 آن که شرط

P (A|B) =
P (A,B)

P (B)
. (۳۰ .۱)
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۸
احتمال ۱

۳ .۱ ل ش

که داد نشان م توان

P (A|B) =
P (A,B) ≥ 0

P (B) > 0
≥ 0,

P (Ω|B) =
P (Ω, B)

P (B)
=
P (B)

P (B)
= 1,

صورت این در A ∩ C = ∅ که صورت در و

P (A ∪ C|B) =
P ((A ∪ C) ∩B)

P (B)
=
P (AB ∪ CB)

P (B)
. (۳۱ .۱)

م شود نتیجه ،AB ∩ CB = ∅ آن جایی که از اما

P (AB ∪ CB) = P (AB) + P (CB). (۳۲ .۱)

پس

P (A ∪ C|B) =
P (AB)

P (B)
+
P (CB)

P (B)
= P (A|B) + P (C|B). (۳۳ .۱)

و A ∩B = B صورت این در ،B ⊂ A اگر

P (A|B) =
P (A,B)

P (B)
=
P (B)

P (B)
= 1. (۳۴ .۱)
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شرط احتمالِ ۳ .۱
۹

و A ∩B = A صورت این در ،A ⊂ B اگر بالاخره و

P (A|B) =
P (A,B)

P (B)
=
P (A)

P (B)
> P (A). (۳۵ .۱)

اگر مستقل اند B و A روی دادِ دو ۱ .۳ .۱ تعریف

P (A,B) = P (A)P (B). (۳۶ .۱)

B و A مستقل روی دادِ دو برایِ صورت این در

P (A|B) =
P (A,B)

P (B)
= P (A). (۳۷ .۱)

است. شرط احتمال هایِ بین رابطه ای بِیز۱ قاعده یِ یا قضیه

م توان P (B|A) و P (A|B) شرط یِ احتمال هایِ بین بِیز⁃ قاعده یِ ⁃ ۲ .۳ .۱ قضیه

نوشت را زیر رابطه یِ

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
, (۳۸ .۱)

کنیم تقسیم متمایز روی دادِ تعدادی به را روی دادها کل اگر

Ω =
⋃
i

Ei, (۳۹ .۱)

Ei ∩ Ej = ∅. (۴۰ .۱)

م آید دست به زیر ل ش به بیز قضیه یِ از کل تر ل ش ی

P (Ei|A) =
P (A ∩ Ei)

P (A)
=

P (A|Ei)P (Ei)∑
j

P (A|Ej)P (Ej)
. (۴۱ .۱)

Bayes Theorem۱
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۱۰
احتمال ۱

از کسر مخرج در این جا در

P (A) =
∑
j

P (A ∩ Ej) =
∑
j

P (A|Ej)P (Ej). (۴۲ .۱)

کرده ایم. استفاده

یرید. ب نظر در را C و B ،A روی دادِ سه .۳ .۳ .۱ مثال

رخ C و B و دهد رخ A آن که از است عبارت دهد رخ A روی دادِ تنها آن که احتمالِ الف⁃

احتمال این ندهند.

P (A ∩ B̄ ∩ C̄)

ببینید. را ۴ .۱ ل ش در (a) بخش است.

۴ .۱ ل ش

از است عبارت ندهد، رخ A ول دهند رخ C و B روی دادهایِ آن که احتمالِ ب⁃

P (Ā ∩B ∩ C)

ببینید. را (b) ل ش است.

از است عبارت دهند رخ روی دادها از ی حداقل آن که احتمالِ ج⁃

P (A ∪B ∪ C).
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شرط احتمالِ ۳ .۱
۱۱

روی دادها از هیچ کدام که آوریم دست به را آن نقیض احتمالِ است به تر مسائل این برایِ واقع در

از است عبارت احتمال این ندهند. رخ

P (Ā ∩ B̄ ∩ C̄),

یعن است، روی داد این مل م نظر موردِ روی دادِ و

P (Ā ∩ B̄ ∩ C̄).

است. P (A ∪B ∪ C) همان دومورگان قاعده یِ مطابق که

روی داد سه هر یا م دهد رخ روی داد دو یا صورت این در دهند. رخ روی دادها از تا دو حداقل د⁃

صورت این در هستند. (B,C) و (A,C) ،(A,B) روی داد دو حالت هایِ م دهند. رخ

P ((A,B) ∪ (A,C) ∪ (B,C)) =P (A ∩B) + P (A ∩ C) + P (B ∩ C)

− 2P (A ∩B ∩ C)

دهند. رخ روی داد سه هر آن که احتمالِ هم و دهد رخ روی داد دو فقط که است حالات شامل هم

ببینید. را ۵ .۱ ل ش در (c) بخش

به م رسیم صورت این در دهند. رخ روی داد سه هر ه⁃

P (A ∩B ∩ C).

ببینید. را ۵ .۱ ل ش در (d) بخش

به م رسیم صورت این در نم دهند. رخ روی داد سه از هیچ کدام و⁃

P (A ∪B ∪ C)

همان دومورگان قاعده یِ از استفاده با که

P (Ā ∩ B̄ ∩ C̄)

ببینید. را ۵ .۱ ل ش در (e) بخش است.
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۱۲
احتمال ۱

۵ .۱ ل ش

دو و دهد رخ روی دادها از ی فقط یا که این یعن این دهد. رخ روی دادها از ی حداکثر ز⁃

صورت این در ندهند. رخ ها روی داد از هیچ کدام که این یا ندهند رخ ر دی روی دادِ

P ((A ∩ B̄ ∩ C̄) ∪ (Ā ∩B ∩ C̄) ∪ (Ā ∩ B̄ ∩ C) ∪ (Ā ∩ B̄ ∩ C̄)).

است. د⁃ بندِ نقیض حالت این

یا ندهند رخ ها روی داد از هیچ کدام یا که این یعن این دهد. رخ روی دادها از تا دو حداکثر ح⁃

روی دادها از تا دو که این یا ندهند رخ ر دی روی دادِ دو و دهد رخ روی دادها از ی فقط که آن

صورت این در ندهد. رخ سوم و دهند رخ

P ((A ∩ B̄ ∩ C̄) ∪ (Ā ∩B ∩ C̄) ∪ (Ā ∩ B̄ ∩ C) ∪ (Ā ∩ B̄ ∩ C̄)

∪ (A ∩B ∩ C̄) ∪ (A ∩ B̄ ∩ C) ∪ (Ā ∩B ∩ C)).

تنها این که یعن ترکیب این آوریم. دست به را آن نقیض احتمالِ است به تر هم مسئله این برایِ

یعن که است روی داد سه هر رخ دادنِ غیرِمجاز حالتِ

P (A ∩B ∩ C).

دهد رخ روی داد دو دقیقا ط⁃

P ((A ∩B ∩ C̄) ∪ (A ∩ B̄ ∩ C) ∪ (Ā ∩B ∩ C)) = P (A ∩B)

+ P (A ∩ C) + P (B ∩ C)− 3P (A ∩B ∩ C) (۴۳ .۱)
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شرط احتمالِ ۳ .۱
۱۳

آن یا ندهند رخ ها روی داد از هیچ کدام یا آن که یعن این دهند. رخ روی داد سه هر حداکثر ی⁃

رخ روی دادها از تا دو که این یا ندهند رخ ر دی روی دادِ دو و دهد رخ روی دادها از ی فقط که

همه یِ مجموعه یِ یعن این دهند. رخ روی داد سه هر بالاخره این که یا ندهد رخ سوم و دهند

یعن ن، مم حالت هایِ

P (Ω) = 1

است.

، انگلیس زبانِ سه آن ها بین از م شود. ارائه مختلف درس هایِ اه آموزش ی در .۴ .۳ .۱ مثال

در درصد ۲۶ ، انگلیس کلاس در دانش آموزان ِ درصد ۲۸ م شود. تدریس فرانسوی و آلمان

کلاس در دانش آموزان درصدِ ۱۲ م کنند. شرکت آلمان کلاس در درصد ۱۶ و فرانسوی، کلاس

آلمان و انگلیس کلاس در درصد ۶ و آلمان و فرانسوی کلاس در درصد ۴ ، فرانسوی و انگلیس

اگر صورت این در م کنند. شرکت زبان کلاس سه هر در دانش آموزان درصدِ ۲ م کنند. شرکت

انتخاب کنیم اتفاق طور به را فردی

P (A) = 0.28, P (B) = 0.26, P (C) = 0.16,

P (A ∩B) = 0.12, P (A ∩ C) = 0.06, P (B ∩ C) = 0.04

P (A ∩B ∩ C) = 0.02.

کلاس هایِ از ی در حداقل م کنیم انتخاب اتفاق طور به که فردی آن که احتمالِ الف⁃

به م توان را احتمال این است. P (A ∪B ∪ C) احتمال این است؟ چه قدر کند، شرکت زبان

نوشت  زیر ل ش

P (A ∪B ∪ C) =P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C)

+ P (A ∩B ∩ C)

=0.28 + 0.26 + 0.16− 0.12− 0.06− 0.04 + 0.02

=0.50.
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۱۴
احتمال ۱

زبان کلاس هایِ از هیچ ی در م کنیم انتخاب اتفاق طور به که فردی آن که احتمالِ ب⁃

دومورگان قاعده یِ طبق که است P (Ā ∩ B̄ ∩ C̄) احتمال این است؟ چه قدر نکند، شرکت

همان

P (A ∪B ∪ C) = 1− P (A ∪B ∪ C) = 0.5 (۴۴ .۱)

است.

شرکت زبان کلاس  در ی فقط م کنیم انتخاب اتفاق طور به که فردی آن که احتمالِ ج⁃

با است برابر احتمال این است؟ چه قدر کند،

P =P (A ∪B ∪ C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C)

+ 2P (A ∩B ∩ C)

=0.5− 0.12− 0.06− 0.04 + 2× 0.02

=0.32.

 

کلاس در فرد این آن که احتمالِ است. انگلیس کلاس در که م کنیم انتخاب را فردی د⁃

احتمالِ باشد، فرانسه کلاس در م کنیم انتخاب که را فردی اگر و است؟ چه قدر باشد، هم فرانسه

است؟ چه قدر باشد، هم انگلیس کلاس در فرد این آن که

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

0.12

P (0.26)
=

6

13
(۴۵ .۱)

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
=

0.12

P (0.28)
=

3

7
(۴۶ .۱)

مسائل

و A ،B و Ā روی دادهایِ جفت باشند، مستقل B و A روی دادِ دو اگر دهید نشان ۱ .۱

مستقل اند. نیز B̄ و Ā ،B̄
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مسائل
۱۵

.P (A ∩B) = 0 ،B روی دادِ هر برایِ دهید نشان باشد، P (A) = 0 اگر ۲ .۱

این م شود. انتخاب تصادف کاملا طورِ Aبه نقطه یِ ℓ طولِ به پاره خط رویِ الف⁃ ۳ .۱

کوچ تر تکه، دو اندازه یِ نسبتِ این که احتمالِ م کند. تقسیم تکه دو به را پاره خط نقطه

است؟ قدر چه باشد 1/5 مساوی یِِ یا

راستِ سمتِ تصادف کاملا طورِ به B نقطه یِ است. پاره خط وسط O نقطه یِ ب⁃

م کنیم. انتخاب O نقطه یِ چپِ سمتِ تصادف کاملا طورِ به C نقطه یِ و O نقطه یِ

است؟ چه قدر باشد کوچ تر ℓ/5 از نقطه دو این فاصله یِ این که احتمالِ

مبدا در آن راس ی که واحد طولِ به مربع یرید. ب نظر در را xy متعامدِ دستگاه ۴ .۱

احتمالِ یرید. ب نظر در مربع داخل تصادف طورِ به را A نقطه یِ یرید. ب نظر در را است

است؟ چه قدر باشد، 1 از کوچ تر مبدا از A فاصله یِ آن که

و x محورِ رویِ تصادف طورِ به را A نقطه یِ یرید. ب نظر در را xy متعامدِ دستگاه ۵ .۱

م کنیم. انتخاب 0 ≤ x, y ≤ 1 شرط با y محورِ رویِ تصادف طورِ به را B نقطه یِ

است؟ چه قدر باشد، 1 از کوچ تر AB پاره خط طولِ آن که احتمالِ

م کنیم. انتخاب 1 تا 0 بین تصادف کاملا صورتِ به را B و A عددِ دو الف⁃ ۶ .۱

است؟ چه قدر باشد 1
2
≤ B ≤ 1 و 0 ≤ A ≤ 1

2
آن که احتمالِ

صورتِ به را B و A عددِ دو باشد. r بردارِ ِy و x مولفه هایِ B و A کنید فرض ب⁃
1

2
≤ B ≤ 1 و 0 ≤ A ≤ 1

2
آن که احتمالِ م کنیم، انتخاب 1 تا 0 بین تصادف کاملا

است؟ چه قدر باشد، 1 از کوچ تر r بردارِ طولِ و

م کنیم. انتخاب 1 تا 0 بین تصادف کاملا صورتِ به را B و A عددِ دو الف⁃ ۷ .۱

است؟ چه قدر باشد 2
3
≤ B ≤ 1 و 0 ≤ A ≤ 1

3
آن که احتمالِ

صورتِ به را B و A عددِ دو باشد. r بردارِ ِy و x مولفه هایِ B و A کنید فرض ب۱⁃

1 از کوچ تر r بردارِ طولِ آن که احتمالِ م کنیم، انتخاب 1 تا 0 بین تصادف کاملا

است؟ چه قدر باشد،

صورتِ به را B و A عددِ دو باشد. r بردارِ ِy و x مولفه هایِ B و A کنید فرض ب۲⁃
2

3
≤ B ≤ 1 و 0 ≤ A ≤ 1

3
آن که احتمالِ م کنیم، انتخاب 1 تا 0 بین تصادف کاملا

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۶
احتمال ۱

است؟ چه قدر باشد، 1 از کوچ تر r بردارِ طولِ و

خیل ها است. آمده شیر دفعه سه هر و کرده ایم پرتاب دفعه سه را ه ای س الف⁃ ۸ .۱

چه قدر بیاید شیر بعد دفعه یِ آن که احتمالِ م آید. شیر حتماً ر دی بعد دفعه یِ م گویند،

است؟

رولت قمارخانه هاست. در بازی ی رولت م پردازیم. قمارباز مغالطه به مساله این در

م چرخانند را چرخ است. آن رویِ ،۹۰ تا ی بین اعداد از مجموعه ای که است چرخ

که این رویِ م تواند قمارباز بایستد. عددی رویِ و شود ساکن مدت از پس این که تا

۱۸۲ در ۲۰۰۵ سالِ تا ۲۰۰۳ سال از کند. شرط بندی بازم ایستد، عددی چه رویِ رولت

نشد. ظاهر ونیز، شهرِ رولت چرخ رویِ اعدادِ میان در ۵۳ عددِ متوال موردِ

است؟ چه قدر نیاید ۵۳ متوال دفعه یِ ۱۰ آن که احتمالِ ب⁃

است؟ چه قدر نیاید ۵۳ متوال دفعه ۱۸۲ آن که احتمالِ ج⁃

این روی بر بزرگ شرط بندی هایِ که م شدند ترغیب مدت این در زیادی قماربازانِ ه⁃

بسیار بسیار نیاید عدد این متوال موردِ ۱۸۲ این که احتمالِ که استدلال این با نند، ب عدد

شرط بندی هایِ به شروع و شود ظاهر دوباره باید حتماً ۵۳ عدد بعد دفعه هایِ پس است، کم

قمارباز بعد دفعه یِ در این که احتمالِ بود؟ معقول آن ها کارِ کردند. عدد این رویِ بزرگ
است.۱ معروف ایتالیا ۵۳ تبِِ به ماجرا این است؟ چه قدر شود برنده

را کتاب ی کدام هر نفر سه این اگر م گذارند. میز رویِ را خود کتابِ سه نفر سه  ۹ .۱

بردارد، میز رویِ از تصادف صورتِ به

است؟ چه قدر باشند برداشته را خود کتابِ کس هر که آن احتمالِ الف⁃  

است؟ چه قدر باشد، برداشته را خود کتابِ آن ها از ی حداقل که آن احتمالِ ب⁃

است؟ چه قدر باشد، برنداشته را خود کتابِ هیچ کدام که آن احتمالِ ج⁃

ی هر جوابِ باشد، کتاب چهار کتاب سه جایِ به و نفر چهار نفر سه جایِ به اگر د⁃

م شود؟ چه مورد این در قبل بخش هایِ از

تا (ج)  بخش هایِ (الف)  جوابِ  N → ∞ ِ حدّ در باشند، کتاب  N با  نفر  N اگر  ھ⁃

بود، داده باد به را خانواده پس اندازِ همه یِ این که خاطرِ به ان توس در زن ی مردند. ۵۳ تب این در نفر ۱چهار

و هم سر خودکش از قبل داده بود، دست از را زندگ اش که فلورانس نزدی یِ در هم مرد ی کرد. غرق را خودش
The Guardian کشت. را پسرش

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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مسائل
۱۷

م شود؟ چه مورد این در

بخورد.  شما دردِ به زیر رابطه یِ است ن مم راه نمایی:

P (A ∪B ∪ C ∪D ∪ · · · ) = P (A) + P (B) + P (C) + · · ·

− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (A ∩D)− · · ·

+ P (A ∩B ∩ C) + P (A ∩B ∩D)− P (B ∩ C ∩D) + · · ·

− P (A ∩B ∩ C ∩D)− · · ·

 

م پذیرد. را A بانکِ بانک یِ کارتِ هم و م کند قبول نقد پول هم خرید مرکزِ ی ۱۰ .۱

دارند. نقد پولِ مشتریان درصدِ ۶۰ و دارند را بانک آن بانک یِ کارتِ مشتریان درصدِ ۲۰

از درصد چند نقد. پولِ هم و دارند هم راه را بانک آن بانک یِ کارتِ هم درصد ۱۰

کنند؟ خرید اه فروش از م توانند مشتریان

x = 1 در نقطه ای و مبدا بین x محورِ رویِ تصادف طورِ به را B و A نقطه یِ دو ۱۱ .۱

شرط با یعن

0 ≤ xA, xB ≤ 1

است؟ چه قدر باشد، xB ≤ x2A آن که احتمالِ م کنیم. انتخاب

نقطه یِ و مبدا بین x محورِ رویِ تصادف طورِ به کاملا را B و A نقطه یِ دو الف⁃ ۱۲ .۱

شرط با یعن x = 1

0 ≤ xA, xB ≤ 1

است؟ چه قدر باشد، |xB − xA| > 1/2 آن که احتمالِ م کنیم. انتخاب

است؟ چه قدر باشد، |xB − xA| < 1/2 آن که احتمالِ ب⁃

x = 1 در نقطه ای و مبدا بین x محورِ رویِ تصادف طورِ به را B و A نقطه یِ دو ۱۳ .۱

شرط با

0 ≤ xA, xB ≤ 1

م کنیم. انتخاب
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۸
احتمال ۱

است؟ چه قدر باشد، x3A ≤ xB ≤ x2A آن که احتمالِ الف⁃

است؟ چه قدر باشد، x2A ≤ xB ≤ x3A آن که احتمالِ ب⁃

احتمال هایِ  با C و B ،A روی دادهایِ ۱۴ .۱

P (A) = P (B) = P (C) =
1

3
,

P (A ∩B) = P (A ∩ C) = P (B ∩ C) = 1

4
,

P (A ∩B ∩ C) = 1

5
,

یرید. ب نظر در را

است؟ چه قدر دهد، رخ B نه و ،A نه این که احتمالِ الف⁃

است؟ چه قدر دهد، رخ C و B ،A روی دادِ سه از ی حداقل آن که احتمالِ ب⁃

است؟ چه قدر دهد، رخ C و B ،A روی دادِ سه از تا دو حداقل آن که احتمالِ ج⁃

بخورد.  شما دردِ به زیر رابطه یِ است ن مم راه نمایی:

P (A ∪B∪C ∪D ∪ · · · ) = P (A) + P (B) + P (C) + · · ·

− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (A ∩D)− · · ·

+ P (A ∩B ∩ C) + P (A ∩B ∩D)− P (B ∩ C ∩D) + · · ·

− P (A ∩B ∩ C ∩D)− · · ·

،P (B|A) ،P (A|B) باشد، A ⊂ B و P (B) = 1/3 ،P (A) = 1/4 اگر ۱۵ .۱

مستقل اند؟ B̄ و A آیا متمایزند؟ B̄ و A آیا هستند؟ چه قدر P (B̄|Ā) و P (B|Ā)

به  آزمایش نتیجه آن در که است اندازه گیری ی گزارش در خطایی کاذب، مثبتِ ۱۶ .۱

ندارد. وجود حالت آن واقع در که حال در است، حالت ی وجود نشان دهنده یِ غلط

جوابِ هست هم ن مم نیست. بیمار او ول است مثبت شخص آزمایش نتیجه یِ مثلا

منف یِ ،۱۹ کوویدِ بیماری یِ تستِ در مثلا باشد. کاذب منف یِ یعن برعکس آزمایش

کرونا واقعاً شخص آن حال که در است منف شخص آزمایش نتیجه یِ این که یعن کاذب

درست مثبتِ همان یا درست نتیجه یِ دو هست، رهم دی حالتِ دو است. بیمار و دارد

درست. منف یِ و
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



مسائل
۱۹

ایالات در م کند. درگیر را جمعیت از کم درصد که است بیماری ای نادر بیماری یِ ی

هر م شود. تعریف بیماری آن شیوع به توجه با نادر بیماری یِ 2002 سال از متحده،

1 حدود با یعن کند، مبتلا را متحده ایالات در نفر 200, 000 از کمتر که بیماری ای

از كمتر از است عبارت نادر بیماری تعریفِ ژاپن در است. نادر بیماری یِ نفر در1500

از نفر 1 عدد این اروپا اتحادیه در ژاپن. در نفر 2.500 در 1 حدود یعن بیمار 50, 000

است. نفر 2000

5000 هر از نفر ی یعن p = 0.02% نادر بیماری یِ ی با شدن درگیر احتمال بیایید

را بیماری این کس اگر دارد. وجود بیماری این تشخیص برایِ آزمایش یریم. ب نفر

این اگر و P (+|X) = 99.90% شود مثبت آزمایش نتیجه آن که احتمالِ باشد، داشته

P (−|X̄) = 99.95% شود منف آزمایش نتیجه آن که احتمالِ باشد، نداشته را بیماری

است.

باشد بیمار واقعاً او آن که احتمالِ باشد، مثبت فردی آزمایش نتیجه یِ کنید فرض الف⁃

است؟ چه قدر

آزمایش دو هر نتیجه یِ اگر م شود. آزمایش مستقلا بار دو فردی کنید، فرض ب⁃

است؟ چه قدر باشد بیمار واقعاً او آن که احتمالِ باشد، مثبت مستقلا

و A با را اول آزمایش نتیجه یِ م شود. آزمایش مستقلا بار دو فردی کنید، فرض ج⁃

آن که احتمالِ باشند. منف یا مثبت م توانند هرکدام که م دهیم Bنشان با را دوم آزمایش

P (A|X), P (B|X), P (A|X̄) حسبِ بر P (X|A ∩ B) یعن باشد بیمار واقعاً او

آن که احتمالِ باشد، منف مستقلا آزمایش دو هر نتیجه یِ اگر است؟ چه قدر P (B|X̄) و

است؟ چه قدر نباشد بیمار واقعاً او

گرفته ایم، مستقل را B و A یعن آزمایش دو نتیجه یِ چون ⁃ راه نمایی

P (A ∩B|X) = P (A|X) · P (B|X)

است.

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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۲

تصادف  متغیرهایِ

گسسته توزیع هایِ ۱ .۲

این است. گسسته مقدارِ تعدادی بین از تصادف مقداری آن نتیجه که یرید ب نطر در را آزمایش

این از کدام هر احتمالِ کنیم. مرتب n مثلا صحیح، اعدادِ صورت به م توانیم را گسسته مقادیرِ

طوری که به است، مثبت و حقیق عددی P (n) ∑حالت ها
n

P (n) = 1. (۱ .۲)

در هستند. هم احتمال حالت ۶ هر که تاست، ۶ دستگاه ن مم حالت هایِ ایده آل تاس ی برایِ

است. ی نواخت توزیع م گوییم حالت این

P ({i}) =


1

6
, i = 1, · · · 6

0, otherswise.
(۲ .۲)

صورتِ به تاس ی مقدارِِ متوسط

⟨i⟩ =
∑
i

iP ({i}) = 1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 3.5 (۳ .۲)

م شود. تعریف
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۲۲
تصادف  متغیرهایِ ۲

داریم. هم احتمال مختلفِ حالت ۳۶ باشیم، داشته تاس دو تاس، ی جایِ به اگر

P ({i, j}) =


1

36
, i, j = 1, · · · 6

0, otherswise.
(۴ .۲)

احتمالِ که کنیم مطرح را سوال این م توانیم حالا است. ی نواخت توزیع م گوییم حالت این در

و ۲ ن مم مقدارِ کم ترین حالت این در است. چه قدر باشد معین مقدارِ ی تاس دو جمع آن که

متناظر مقدار) (بیش ترین کم ترین چیست؟ مقدار محتمل ترین است. ۱۲ ن مم مقدارِ بیش ترین

{1, 2}, {2, 1} حالتِ دو با متناظر ۳ مجموع مثلا ول است، ({6, 6}) {1, 1} حالت ۱ با

م گوییم. ماکروحالت ، مجموع حالتِ ۱۱ به و روحالت می ، حالت ۳۶ این از کدام هر به است.

دارند. متفاوت احتمال هایِ که داریم ماکروحالت ۱۱ و هم احتمال روحالتِ می ۳۶ این بر بنا

{1, 1} P (2) =
1

36
(۵ .۲)

{1, 2}, {2, 1} P (3) =
1

18
(۶ .۲)

{1, 3}, {3, 1}, {2, 2} P (4) =
1

12
(۷ .۲)

{1, 4}, {4, 1}, {2, 3}, {3, 2} P (5) =
1

9
(۸ .۲)

{1, 5}, {5, 1}, {2, 4}, {4, 2}, {3, 3} P (6) =
5

36
(۹ .۲)

{1, 6}, {6, 1}, {2, 5}, {5, 2}, {4, 3}, {3, 4} P (7) =
1

6
(۱۰ .۲)

{2, 6}, {6, 2}, {3, 5}, {5, 3}, {4, 4} P (8) =
5

36
(۱۱ .۲)

{3, 6}, {6, 3}, {5, 4}, {4, 5} P (9) =
1

9
(۱۲ .۲)

{4, 6}, {6, 4}, {5, 5} P (10) =
1

12
(۱۳ .۲)

{5, 6}, {6, 5} P (11) =
1

18
(۱۴ .۲)

{6, 6} P (12) =
1

36
. (۱۵ .۲)

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



گسسته توزیع هایِ ۱ .۲
۲۳

م بینیم که همان طور

P (2) = P ({1, 1}) = p({1}) · p({1}) = 1

36
(۱۶ .۲)

P (3) = p({1}) · p({2}) + p({1}) · p({2}) = 2

36
=

1

18
(۱۷ .۲)

چنین ماکروحالت ها ول هستند، ی نواخت توزیع با و هم احتمال روحالت ها می همه یِ هرچند

نیست. ی نواخت توزیعشان و نیستند

مثلا م دهیم، تعمیم هم تصادف متغبرِ بالاترِ توان هایِ به را متوسط مفهوم

⟨nk⟩ =
∑
i

nkP ({n}). (۱۸ .۲)

باشند، داشته خروج ی روی دادها همه یِ اگر م گوییم. n تصادف یِ متغیرِ اُم k ممانِ ⟨nk⟩ به

م شود تعریف که ری دی کمیت است. k توانِ به اول ممانِ همان ،n تصادف یِ متغیرِ اُم k ممانِ

م شود. تعریف زیر صورتِ به که است واریانس

Var2(n) :=⟨(∆n)2⟩ = ⟨(n− ⟨n⟩)2⟩ (۱۹ .۲)

Var(n) =
√

⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 (۲۰ .۲)

است. متوسط مقدارِ حولِ اندازه گیری نتایج پراکندگ یِ تعیین برایِ پارامتری واریانس

مولد تابع ۱ .۱ .۲

مولد تابع است. مولد تابع از استفاده تصادف متغیرِ ی ممان هایِ آوردنِ دست به برایِ راه

رخ دادنِ احتمالِ را P (n) باشد. نامحدود ن مم حالت هایِ تعدادِ که م آید کار به زمان بیش تر

این در کند انتخاب بتواند را نامنف صحیح اعدادِ همه یِ n تصادف یِ متغیرِ اگر م گیریم. n

با f(Z) مولدِ تابع صورت

f(Z) :=

∞∑
n=0

P (n)Zn (۲۱ .۲)
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۲۴
تصادف  متغیرهایِ ۲

n متوسط آن مشتقاتِ و تابع این از استفاده با دارد. را f(1) = 1 خاصیت که م شود، تعریف

آورد. دست به م توان را هم بستگ توابع بقیه و

⟨n⟩ =
∞∑
n=0

nP (n) =
df

dZ

∣∣
Z=1

, (۲۲ .۲)

⟨n(n− 1)⟩ =
∞∑
n=0

n(n− 1)P (n) =
d2f

dZ2

∣∣
Z=1

, (۲۳ .۲)

⟨n(n− 1) · · · (n− k + 1)⟩ =dkf

dZk

∣∣
Z=1

(۲۴ .۲)

نوشت م توان مولد تابع حسبِ بر هم را واریانس

Var(n) =(∆n)2 := ⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 (۲۵ .۲)

=

[
d2f

dZ2
+

df

dZ
−
(
df

dZ

)2
] ∣∣∣

Z=1
(۲۶ .۲)

م شود تعریف زیر صورتِ به که M(u) مثل ری دی تابع از

M(u) := ⟨enu⟩ =
∞∑
n=0

P (n)enu = f(Z)
∣∣
Z=exp(u)

, (۲۷ .۲)

که داد نشان م توان این جا از م شود. استفاده گاه نیز

dkM(u)

duk
∣∣
u=0

=
dk

duk
⟨enu⟩

∣∣
u=0

= ⟨nk⟩. (۲۸ .۲)

دارد. ساده تری ل ش M(u) مشتقاتِ برحسبِ هم بستگ توابع م بینیم که همان طور

دوجمله ای توزیع ۲ .۱ .۲

حالت ی احتمالِ که حالته دو دستگاه ی

P (A) = p (۲۹ .۲)

ر دی حالتِ احتمالِ و

P (B) = 1− p =: q (۳۰ .۲)
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



گسسته توزیع هایِ ۱ .۲
۲۵

باشیم داشته AABA مثل خاص خروج یِ ی که این احتمالِ یرید. ب نظر در را است،

دادن رخ ترتیب از مستقل مورد، چهار از اینکه احتمالِ ول است P (A,A,B,A) = p3q

احتمالِ کل حالتِ در است. P (3) = 4p3q باشد B مورد ی و A حالتِ مورد سه آن ها ِ

باشد B بار N − n و A حالتِ بار n آن ها ِ دادن رخ ترتیب از مستقل مورد، N از اینکه

P (n) := Cnp
nqN−n (۳۱ .۲)

که است

Cn :=
N !

n!(N − n)!
=

(
N

n

)
. (۳۲ .۲)

شود ی باید ن مم حالت هایِ تمام احتمالِ مجموع که است واضح

N∑
n=0

P (n) =

N∑
n=0

N !

n!(N − n)!
pnqN−n = (p+ q)N = 1. (۳۳ .۲)

شیر احتمالِ است. حالته دو دستگاه ی خط و شیر مثلا رویِ دو با ه س ی .۱ .۱ .۲ مثال

و بیاید شیر اول بارِ n ه س پرتابِ N از پس آن که احتمالِ است. q آمدن خط احتمالِ و p آمدن

نباشد مهم آمدن خط یا شیر ترتیبِ ما برایِ اگر اما است. pnqN−n بیاید خط بعدی بارِ N −n

بیاید شیر بار n ه س پرتابِ N از پس که این احتمالِ بخواهیم و

P (n) :=

(
N

n

)
pnqN−n (۳۴ .۲)

است.

مساله یِ در است. دوجمله ای توزیع ی از ری دی مثالِ ی بعدی ۱ وِل گشتِ .۲ .۱ .۲ مثال

مبدا را آن که است نقطه ای در ابتدا در م دهیم، نشانش • با که ول  گرد ی ساده، ول گشتِ

پله یا قدم هر در ببینید. را (۱ .۲) ل ش م دهیم. نشان ◦ با را خال جای گاه هایِ م گیریم.

تعدادِ م رود. چپ سمتِ به q := 1− p احتمالِ با و راست به قدم ی p احتمالِ با او زمان

به را آن قدم n قدم ها ترتیبِ گرفتن نظر در بدونِ برداشته، که قدم N کل از که حالت هایی

باشد برداشته چپ سمتِ به را قدم N − n و راست سمتِ

N !

n!(N − n)!
(۳۵ .۲)
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۲۶
تصادف  متغیرهایِ ۲

م کند. حرکت ی بعدی ه یِ شب ی رویِ ول گردی ی بعدی. ول گشتِ پدیده یِ ۱ .۲ ل ش

چپ سمتِ به را قدم N − n و راست سمتِ به را آن قدم n قدم، N از بعد آن که احتمالِ است.

باشد برداشته

P (n) :=

(
N

n

)
pnqN−n (۳۶ .۲)

جای گاه در صورت این در باشد، برداشته راست سمتِ به را قدم n قدم، N از او اگر است.

m = n− (N − n) = 2n−N (۳۷ .۲)

است. N مقدارِ ،∞ جایِ به جمع بالایِ حدِ مولد تابع آوردنِ دست به برای مورد این در است.

که است، منف صحیح عددِ ی فاکتوریل n ≥ N+1 ازایِ به (N−n)! این که به توجه با ول

محاسبه یِ با را مولدِ تابع ندارند. سری در سهم هیچ جمله ها آن عملا است، بی نهایت مقدارش

آوریم دست به م توانیم مستقیم

f(Z) =

N∑
n=0

P (n)Zn =

N∑
n=0

(
N

n

)
pnqN−nZn (۳۸ .۲)

=(pZ + q)N . (۳۹ .۲)

م دهیم نشانش µ با که n متوسط آن مشتقاتِ و تابع این از استفاده با

µ := ⟨n⟩ =
N∑

n=0

nP (n) =
df

dZ

∣∣
Z=1

= Np. (۴۰ .۲)

آورد. دست به م توان هم را هم بستگ توابع بقیه و

⟨n(n− 1)⟩ =
N∑

n=0

n(n− 1)P (n) =
d2f

dZ2

∣∣
Z=1

= N(N − 1)p2. (۴۱ .۲)
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گسسته توزیع هایِ ۱ .۲
۲۷

⟨n(n− 1) · · · (n− k + 1)⟩ = dkf

dZk

∣∣
Z=1

=

{
N(N − 1) · · · (N − k + 1)pk, k ≤ N,

0, k > N.
(۴۲ .۲)

به م رسیم واریانس برایِ این جا از

Var(n) = (∆n)2 := ⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 = Np(1− p), (۴۳ .۲)

و

∆n

⟨n⟩
=

√
1− p

p
N−1/2. (۴۴ .۲)

توزیع پهنایِ نسبتِ یعن م رود، صفر سمتِ به بالا کسرِ بزرگ هایِ N برایِ این صورت در

م شود. باری توزیع و م رود صفر سمتِ به n متوسط مقدارِ به دوجمله ای

میشود تعریف زیر صورتِ به M(u) تابع

M(u) :=⟨enu⟩ =
∞∑
n=0

P (n)enu

=
∞∑
n=0

N !

n!(N − n)!
(peu)n(1− p)N−n

=(peu + 1− p)N . (۴۵ .۲)

که داد نشان م توان این جا از

dkM(u)

duk
∣∣
u=0

=
dk

duk
⟨enu⟩

∣∣
u=0

= ⟨nk⟩. (۴۶ .۲)

هندس توزیع ۳ .۱ .۲

ول گشت) یا انداختن ه س همان (مثلا q = 1− p و p احتمال هایِ همان با حالته دو دستگاه
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۲۸
تصادف  متغیرهایِ ۲

دهد رخ A حالتِ اُم n+ 1 دفعه یِ و دهد رخ B حالتِ دفعه n آن که احتمالِ یرید. ب نظر در را

از است عبارت مولد تابع دستگاه چنین برایِ .P (n) = qnp از است عبارت

f(Z) =
∞∑
n=0

P (n)Zn =
∞∑
n=0

(qZ)np =
p

1− qZ
. (۴۷ .۲)

به م رسیم این جا از و

µ := ⟨n⟩ =df

dZ

∣∣
Z=1

=
q

p
, (۴۸ .۲)

Var(n) =
q

p2
, (۴۹ .۲)

∆n

⟨n⟩
=q−1/2. (۵۰ .۲)

نوشت. م توان هم µ := ⟨n⟩ حسبِ بر را این ها همه

P (n) =
µn

(µ+ 1)n+1
, (۵۱ .۲)

f(Z) =
µ

µ+ 1− µZ
. (۵۲ .۲)

پواسون توزیع ۴ .۱ .۲

دوجمله ای توزیع بماند، محدود NP که شرط این با و p→ 0 و N → ∞ که حدی در

lim
N→∞
p→0

Np = µ, (۵۳ .۲)

م گویند پواسون توزیع آن به که م شود تبدیل زیر توزیع به

lim
N→∞
p→0

P (n) = lim
N→∞
p→0

(
N

n

)
pn(1− p)N−n (۵۴ .۲)

= lim
N→∞

N(N − 1) · · · (N − n+ 1)

n!
(
µ

N
)n(1− µ

N
)N−n (۵۵ .۲)

≈ lim
N→∞

Nn

n!
· µ

n

Nn
(1− µ

N
)N−n (۵۶ .۲)
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۲۹

≈ lim
N→∞

µn

n!
e−

µ
N
·(N−n) (۵۷ .۲)

=
µn

n!
e−µ, (۵۸ .۲)

جملاتِ این که خاطرِ به ول است محدود عددِ ی واقعاً بالایش حدِ هم سری این که داریم توجه

محاسبه ساده شدنِ برایِ مولد تابع محاسبه یِ در است، نزول به سرعت بزرگ هایِ n برایِ سری

کردیم فرض ابتدا از پواسون توزیع در این که به توجه با م گیریم. بی نهایت را سری بالایِ حدِ

توزیع این برایِ نم کند. ایجاد نتیجه در تغییری عملا تقریب این است، N ≫ 1

f(Z) =

∞∑
n=0

P (n)Zn =

∞∑
n=0

(µZ)n

n!
e−µ = eµ(Z−1), (۵۹ .۲)

f ′(1) = µ = ⟨n⟩, (۶۰ .۲)

f (k) = ⟨n(n− 1) · · · (n− k + 1)⟩ = µk, (۶۱ .۲)

Var(n) = µ. (۶۲ .۲)

سه دستِ کم صفحه ی این که احتمالِ دارد، غلط ۶۰۰ صفحه ای، ۶۰۰ کتابِ ی .۳ .۱ .۲ مثال

است؟ چه قدر باشد داشته غلط

اما است، N ≫ 1 کلمه ها تعدادِ و p ≪ 1 کلمه ی بودنِ غلط احتمالِ مسئله این در

م کنیم استفاده پواسون توزیع از این بر بنا است. µ = 1 صفحه هر در غلط متوسط تعدادِ

P (0) = e−1 P (1) = e−1, P (2) =
1

2
e−1, P (3) =

1

6
e−1, · · · (۶۳ .۲)

باشد داشته غلط سه دستِ کم صفحه ی این که احتمالِ

∞∑
n=3

P (n) = 1− (1 + 1 +
1

2
)e−1 ≈ 0.08. (۶۴ .۲)

لازم مسئله حل یرایِ کنید. حل دوجمله ای توزیع از استفاده با را مسئله همین تمرین عنوانِ به

دارد خط ۲۴ کتاب صفحه یِ هر کنید فرض باشیم. داشته کتاب کلماتِ تعدادِ از تخمین است

کلمه. ۲۰ متوسط طورِ به خط هر و
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۳۰
تصادف  متغیرهایِ ۲

نظر در برنده بلیط ۱۰۰ با بلیط میلیون ی با (لاتاری) بخت آزمایی مسابقه ی .۴ .۱ .۲ مثال

یرید. ب

باشیم، داشته برنده بلیط ی حداقل که این یعن بردمان شانس بخریم بلیط ۱۰۰ اگر الف⁃

است N = 100 آزمایش تعدادِ چون است. p = 100
106

= 10−4 مساله این در است؟ چه قدر

باختِ مان احتمالِ م شود. µ = Np = 10−2

P (0) =
µ0

0!
e−µ = e−0.01 ≈ 0.99005. (۶۵ .۲)

باشیم داشته برنده بلیط ی حداقل آن که احتمالِ این بر بنا

100∑
n=1

P (n) = 1− P (0) ≈ 0.00995. (۶۶ .۲)

باشیم داشته برنده بلیط دو دقیقاً و برنده بلیط ی دقیقاً آن که احتمالِ

P (1) =
µ1

1!
e−µ =

e−0.01

100
≈ 0.00990,

P (2) =
µ2

2!
e−µ =

e−0.01

104
≈ 0.000005. (۶۷ .۲)

داریم. را برنده بلیط ی همان باشیم خوش شانس هم خیل اگر این بر بنا

باز بلیط ۱۰۰ خرید با این که آورد. دست به م شد هم دوجمله ای توزیع از را نتیجه ها این

باشیم بازنده هم

P (0) =
100!

0!100!

(
1

10000

)0( 9999

10000

)100

= 0.99005. (۶۸ .۲)

باشیم داشته برنده بلیط دو و بلیط ی دقیقاً که این و

P (1) =
100!

1!99!

(
1

10000

)1( 9999

10000

)99

= 0.00990, (۶۹ .۲)

P (2) =
100!

2!98!

(
1

10000

)2( 9999

10000

)98

= 0.000005 (۷۰ .۲)
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گسسته توزیع هایِ ۱ .۲
۳۱

باشیم؟ داشته برنده بلیط ی درصد ۹۵ اطمینانِ با تا خرید باید ،N ′ بلیط، چند حداقل ب⁃

بیفتد اتفاق چنین این که برایِ

P (1) + P (2) + · · · ≥ 0.95. (۷۱ .۲)

بلیط ی حداقل داشتن احتمالِ این که کرد. تبدیل ساده تری محاسبه یِ به م توان را محاسبه این

پس باشد. درصد ۵ از کم تر بازنده شدن احتمالِ که است این معادلِ باشد 0.95 بالایِ برنده

P (0) = e−µ′
= e(−10−4N ′) ≤ 0.05 ⇒ N ′ ≥ 29958. (۷۲ .۲)

تصادف متغیرِ دو جمع ۵ .۱ .۲

انجام آن ها با عملیات است لازم و داریم تصادف متغیرِ چند تصادف متغیرِ ی جایِ به گاه

هم عملیات و باشیم داشته توزیع ی با تصادف متغیرِ دو که است این حالت ساده ترین دهیم.

باشد. جمع

پواسون تصادف یِ متغیرِ دو جمع ۱ .۵ .۱ .۲

یرید ب نظر در را پواسون توزیع با m و n تصادف یِ متغیرِ دو

Pµ(m) =
µm

n!
e−µ, (۷۳ .۲)

Pλ(n) =
λn

n!
e−λ. (۷۴ .۲)

از است عبارت s = m+ n توزیع این صورت در

Psum(s) =
∞∑

m=0

Pµ(m)Pλ(s−m) (۷۵ .۲)

=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Pµ(m)Pλ(n)δm+n,s (۷۶ .۲)

=
∞∑

m=0

∞∑
n=0

µmλn

m!n!
e−(µ+λ)δm+n,s (۷۷ .۲)
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=
s∑

m=0

µmλs−m

m!(s−m)!
e−(µ+λ) (۷۸ .۲)

=
(µ+ λ)s

s!
e−(µ+λ), (۷۹ .۲)

این بر بنا است. پواسون توزیع ی که

⟨s⟩ = µ+ λ = ⟨m⟩+ ⟨n⟩, (۸۰ .۲)

Var(s) = Var(m) +Var(n) = µ+ λ. (۸۱ .۲)

پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲

کمیت م تواند تصادف  متغیرِ اما کردیم. صحبت گسسته تصادف یِ متغیرِ موردِ در این جا تا ما

باشد، داشته گسسته مقادیرِ م تواند تنها گسسته تصادف یِ متغیرِ ی حال که در باشد. پیوسته

مقادیرِ این دامنه یِ است ن مم کند. اختیار حقیق مقادیرِ م تواند پیوسته تصادف یِ متغیرِ ی

آن که احتمالِ ندارد. معن پیوسته تصادف یِ متغیرِ ی احتمالِ باشد. نامحدود یا محدود حقیق

را اسمش که p(x) که است، p(x) dx باشد، x + dx و x بین مقداری X تصادف یِ متغیرِ

ال یِ چ اندازه یِ رویِ است. انتگرال پذیر و حقیق مثبت، مقداری م گذاریم احتمال۱ ال یِ چ

فقط باشد. داشته نقطه) ی در نامتناه مقداری (حت مثبت مقدار هر م تواند نیست، شرط

با برابر x ن مم مقادیرِ همه یِ رویِ آن انتگرالِ داریم انتظار و باشد انتگرال پذیر که است کاف

مثلا باشد، ی

P (−∞ ≤ X ≤ ∞) =

∫ ∞

−∞
p(x) dx = 1. (۸۲ .۲)

باشد، b و a بین مقداری X تصادف یِ متغیرِ آن که احتمالِ این صورت در

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a
p(x) dx, (۸۳ .۲)

۲ انباشته یِ تابع است، p(x) ≥ 0 این که به توجه با است.

F (x) := P (−∞ ≤ X ≤ x) =

∫ x

−∞
p(x′) dx′ (۸۴ .۲)

Ⅽuⅿuⅼative۲ PDF (Probability Density Function) ۱
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پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲
۳۳

که خواص این با است، صعودی۱ ی نوایِ یا نزول غیرِ تابع

lim
x→−∞

F (x) = 0, (۸۵ .۲)

lim
x→∞

F (x) = 1. (۸۶ .۲)

بالا تعریفِ با اما م گویند. ۲ انباشت توزیع تابع F (x) تابع به

p(x) =
dF

dx
, (۸۷ .۲)

است. مشتق پذیر چپ سمتِ از F (x) یعن

در p(x) تابع اگر مثلا است. p(x) از خوش رفتارتر عل الاصول F (x) تابع تعریف این با

است کاف p(x) تابع چند هر بود. خواهد پله تابع ناحیه آن در F (x) باشد، دلتا تابع ناحیه ای

است. F (x) ≤ 1 تابع نیست، اندازه اش رویِ شرط و باشد مثبت و حقیق

پیوسته تصادف یِ متغیرِ برایِ مولد تابع ۱ .۲ .۲

تابع روش از م توانیم هم اینجا داشتیم، گسسته تصادف یِ متغیرهایِ موردِ در که بحث شبیه

با ممان ها۳ مولدِ تابع یا M(u) مولدِ تابع کنیم. استفاده مولد

M(u) :=⟨exp(uX)⟩ (۸۸ .۲)

=1 +
∑
n=1

⟨Xn⟩
n!

un (۸۹ .۲)

با مقایسه با که م شود، تعریف

M(u) =
∑
n=0

dnM(u)

dun
∣∣
u=0

un

n!
, (۹۰ .۲)

م شود نتیجه

⟨Xk⟩ = dnM(u)

dun
∣∣
u=0

. (۹۱ .۲)

Moment Generating۳ CDF(Cumulative Density Function)۲ Monotonic increasing function۱

Function
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۳۴
تصادف  متغیرهایِ ۲

م شود، نامیده انباشتک ها۱ مولدِ تابع که K(u) = lnM(u) تابع از M(u) جایِ به اگر

کنیم استفاده

κn =
dnK(u)

dun
∣∣
u=0

. (۹۲ .۲)

داد نشان م توان

κ0 =0, (۹۳ .۲)

κ1 =⟨X⟩, (۹۴ .۲)

κ2 =⟨X2⟩ − ⟨X⟩2, (۹۵ .۲)

κ3 =⟨X3⟩ − 3⟨X⟩⟨X2⟩+ 2⟨X⟩3, (۹۶ .۲)

κ4 =⟨X4⟩ − 4⟨X⟩⟨X3⟩+ 12⟨X⟩2⟨X⟩2 − 6⟨X⟩4, (۹۷ .۲)
...

احتمال ال یِ چ فوریه یِ تبدیل نتیجه یریم، ب موهوم متغیری را (۸۸ .۲ ) رابطه یِ در u اگر

است

p̃(k) = ⟨exp(−ikX)⟩ =
∫ ∞

−∞
dxe−ikx p(x), (۹۸ .۲)

م گویند. هم مشخصه۲ تابع p̃(k) به

تصادف متغیرِ ی تابع ۲ .۲ .۲

توزیع که ببینیم م خواهیم است. تصادف متغیری هم Y = F (X) تصادف  متغیرِ ی تابع

چیست؟ pY (y) جدید تصادف یِ متغیرِ احتمالِ

Y مقدارِ ی X از مقدار چند ازایِ به است ن مم باشد X از تابع چه Y این که به بسته

است احتمال چند جمع باشد، y + dy و y بین Y که آن احتمالِ این صورت در باشیم. داشته

pY (y)dy =
∑
i

pX(xi)|dxi| (۹۹ .۲)

Characteristic Function۲ Cumulant Generating Function۱
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پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲
۳۵

pY (y) =
∑
i

pX(xi)

(|dy/dx|)
∣∣
xi

(۱۰۰ .۲)

منف dxiها از بعض dy مثبتِ مقدارِ ی ازایِ به که است خاطر این به مطلق قدرِ علامتِ

دلتا تابع خاصیتِ این از استفاده با ببینید. را ل ش هستند.

δ(f(x)) =
∑
i

1

(|df/dx|)
∣∣
xi

δ(x− xi), (۱۰۱ .۲)

به م رسیم

pY (y) =

∫
dxpXδ(y(x)) = ⟨δ(y − F (x))⟩. (۱۰۲ .۲)

( (گاوس نرمال توزیع ۳ .۲ .۲

با گاوس یا نرمال توزیع

p(x) = Ce−αx2
, (۱۰۳ .۲)

متغیرِ از زوج توانِ با ممان هایِ Cم شود. =
√
α/π ثابتِ بهنجارش شرط با م شود. تعریف

از عبارت اند n ≥ 1 برایِ X تصادف یِ

⟨X2n⟩ =
√
α

π

∫ ∞

−∞
dxx2ne−αx2

=
1 · 3 · · · (2n− 1)

(2α)n
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۳۶
تصادف  متغیرهایِ ۲

=
(2n− 1)!!

(2α)n
. (۱۰۴ .۲)

زوج ممان هایِ بقیه یِِ پیداست که همان طور و 1

2α
واریانس هستند. صفر فرد ممان هایِ تمام

تغییرِ و X → X − µ در انتقال ی با هستند. واریانس از تابع تعبیری به یا α از تابع فقط

متغیرِ

σ :=

√
1

2α
, (۱۰۵ .۲)

م شود نرمال توزیع تابع

p(x) =

√
1

2πσ2
exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
, (۱۰۶ .۲)

δX := X − µ تعریفِ با این جا از و

⟨δX⟩ =0, (۱۰۷ .۲)

⟨(δX)2⟩ =σ2, (۱۰۸ .۲)

⟨(δX)3⟩ =0, (۱۰۹ .۲)

⟨(δX)4⟩ =σ4, (۱۱۰ .۲)
...

به م رسیم جای گذاری  با یا

⟨X⟩ =µ, (۱۱۱ .۲)

⟨X2⟩ =µ2 + σ2, (۱۱۲ .۲)

⟨X3⟩ =µ3 + 3µσ2, (۱۱۳ .۲)

⟨X4⟩ =µ4 + 6µ2σ2 + 3σ4, (۱۱۴ .۲)
...
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پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲
۳۷

م کند صدق زیر معادله یِ در نرمال توزیع تابع

σ2
dp

dx
+ (x− µ)p(x) = 0 (۱۱۵ .۲)

انباشتک تابع

F (x) =P (X ≤ x) =

√
1

2πσ2

∫ x

−∞
dx′ exp

[
−(x′ − µ)2

2σ2

]
=
1

2

[
1 + erf

(
x− µ√
2σ2

)]
(۱۱۶ .۲)

کرده ایم استفاده خطا تابع تعریفِ از این جا در که

erf(x) :=
2√
π

∫ x

0
dx′e−x′2

. (۱۱۷ .۲)

که داریم توجه

F (−∞) = 0, F (µ) = 1/2, F (∞) = 1. (۱۱۸ .۲)

و شده کشیده σ مختلفِ مقدار چهار برای نرمال توزیع تابع م بینید، ۲ .۲ ل ش در که همان طور

است. شده کشیده σ مختلفِ مقدار چهار برای نرمال توزیع به مربوط انباشتک تابع ۳ .۲ ل ش در

منحن یِ چهار هر زیر سطح اما است، بلندتر و باری تر توزیع تابع باشد، کوچ تر σ چه هر

تابع منحن یِ زیرِ سطح که داد نشان م توان هستند. بهنجار توزیع ها و است ی با برابر توزیع

اوقات درصدِ ۹۸ نرمال توزیع ی در یعن است، 0.98 ،x ∈ [µ − σ, µ + σ] برایِ توزیع

اوقات %99.7 در است. σ مساوی یِ یا کوچ تر میان گین مقدارِ با تفاوتش تصادف متغیرِ

برایِ خطا تابع ،۴ .۲ جدولِ در م گویند. معیار۱ انحرافِ σ به است. x ∈ [µ− 3σ, µ+ 3σ]

را P (x1 ≤ x ≤ x2) م توانیم جدول این از استفاده با است. شده داده x مختلفِ مقادیرِ

تعریف طبق آوریم. دست به م توانیم

P (x1 ≤ x ≤ x2) =

∫ x2

x1

dx p(x) = F (x2)− F (x1)

=
1

2

[
erf

(
x2 − µ√

2σ2

)
− erf

(
x1 − µ√

2σ2

)]
(۱۱۹ .۲)

standard deviation۱

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۳۸
تصادف  متغیرهایِ ۲

.σ مختلفِ مقدار چهار برای نرمال توزیع ۲ .۲ ل ش

.σ مختلفِ مقدار چهار برای نرمال توزیع به مربوط انباشتک تابع ۳ .۲ ل ش

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲
۳۹

خطا. تابع جدولِ ۴ .۲ ل ش

مولد تابع

M(u) :=⟨exp(uX)⟩ =
√

1

2πσ2

∫ ∞

−∞
dx exp

[
−(x− µ)2

2σ2
+ ux

]
, (۱۲۰ .۲)

=exp

[
µu+

σ2u2

2

]
, (۱۲۱ .۲)

و

K(u) = lnM(u) = µu+
σ2u2

2
(۱۲۲ .۲)

دارد جمله دو فقط K(u) تیلورِ بسط پس

κ1 =⟨X⟩ = µ, (۱۲۳ .۲)

κ2 =⟨X2⟩ − ⟨X⟩2 = σ2, (۱۲۴ .۲)
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۴۰
تصادف  متغیرهایِ ۲

κn =0, n ̸= 1, 2. (۱۲۵ .۲)

نرمال توزیع مشخصه یِ تابع

p̃(k) =⟨exp(−ikX)⟩ =
√

1

2πσ2

∫ ∞

−∞
dx e−ikx exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
=M(−ikX)

= exp

[
−iµk − σ2k2

2

]
(۱۲۶ .۲)

کوش توزیع ۴ .۲ .۲

با ۱ کوش توزیع

p(x) =
1

π x0(1 + (x− xm)2/x20)
(۱۲۷ .۲)

است توزیع پهنایِ نصفِ x0 و م شود بیشینه توزیع که است جایی xm که م شود، تعریف

توزیع این دهیم نشان م توانیم سادگ به است. بیشینه دامنه یِ نصفِ توزیع تابع دامنه یِ وقت

آن میان گین و است بیشینه x = xm در احتمالِ است. بهنجار

⟨X⟩ =
∫ ∞

−∞

x dx

π x0(1 + (x− xm)2/x20)
. (۱۲۸ .۲)

Cauchy distribution۱
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پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲
۴۱

مقدارِ و زوج انتگرال نتیجه و فرد xm به نسبت انتگرال ده که شود استدلال است ن مم است.

همان یعن توزیع تابع بیشینه یِ همان تصادف متغیرِ میان گین و برابر شده داده ِ حدّ دو در آن

و 1/x مثل تابع انتگرالده بزرگ هایِ x برایِ واقع در نیست. درست استدلال این است. xm
است. نامعین که است بی نهایت دو تفاضل انتگرال نتیجه این بر بنا م شود. ln |x| آن انتگرالِ

کنیم تعریف انتگرال۱ مقدار اساس یِ با xm = 0 برایِ ۱۲۸ .۲ جایِ به را ⟨X⟩ میانگین اگر البته

⟨X⟩ := lim
L→∞

∫ L

−L

x dx

π x0(1 + x2/x20)
= 0, (۱۲۹ .۲)

دوم ممانِ برای اما م شود. برطرف ل مش ظاهراً یریم ب

⟨X2⟩ =
∫ ∞

−∞

x2 dx

π x0(1 + x2/x20)
, (۱۳۰ .۲)

بنا م شود. بی نهایت آن انتگرالِ و ثابت انتگرالده بزرگ هایِ x برایِ و است برقرار ل مش هنوز

است. بی نهایت واریانس و نامعین میان گین کوش توزیع برایِ این بر

طور به چشمه این از دارد. قرار مبدا در چشمه ای بزرگ بسیار صفحه ای رویِ .۱ .۲ .۲ مثال

و θ بین ذره ای آن که احتمالِ ال یِ چ پس م شوند. ساطع جهات همه یِ در ذرات ی نواخت

احتمال ال یِ چ م شود، نتیجه احتمال بودنِ بهنجار شرط از است. ثابت شود ساطع θ + dθ

است غیرِصفر زیر ناحیه یِ در

p(θ) =
1

π
, −π/2 ≤ θ ≤ π/2. (۱۳۱ .۲)

ل (ش اول صفحه یِ موازی یِ ارساز آش صفحه ای رویِ باشد، شده ساطع θ زاویه در که ذره ای

که م خورد صفحه به x مثل نقطه ای در ببینید) را

x = x0 tan θ. (۱۳۲ .۲)

م آید دست به زیر رابطه یِ از x توزیع (۹۹ .۲) از استفاده با

p(x) =
p(θ)

|dx/dθ)
=

1

π x0(1 + x2/x20)
. (۱۳۳ .۲)

Principal value of the integral۱
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نمایی توزیع ۵ .۲ .۲

اگر دارد، نمایی۱ توزیع X تصادف یِ متغیرِ

pX(x) =

{
λe−λx, 0 ≤ x <∞,

0, x < 0.

انباشتک تابع این صورت در

F (x) =P (X ≤ x) =

{
1− e−λx, 0 ≤ x <∞
0, x < 0.

(۱۳۴ .۲)

این ها از استفاده با

⟨X⟩ =1

λ
, (۱۳۵ .۲)

⟨X2⟩ = 2

λ2
, (۱۳۶ .۲)

... (۱۳۷ .۲)

⟨Xn⟩ = n!

λn
. (۱۳۸ .۲)

واریانس و

Var(X) =
1

λ2
. (۱۳۹ .۲)

نمایی توزیع حافظه بودنِ بدونِ ۱ .۵ .۲ .۲

زمانِ ی در روی دادی رخ دادنِ یعن هستیم، حافظه شبیه چیزی شاهدِ ما پدیده ها بیش ترِ در

Exponential distribution۱
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پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲
۴۳

این کار برایِ باشند؟ نداشته حافظه که هستند هم پدیده هایی آیا است. مربوط گذشته به خاص

است، حافظه بدون T تصادف یِ متغیرِ احتمالِ توزیع باشیم. داشته حافظه از کم تعریف باید

باشیم داشته s و t غیرِمنف یِ حقیق یِ عددِ هر برای اگر

P (T > t+ s|T > s) = P (T > t). (۱۴۰ .۲)

کنیم تعریف زیر صورتِ به را بقاء تابع بیایید بفهمیم بهتر را رابطه این معنایِ این که برایِ

S(t) := P (T > t) = 1− F (t). (۱۴۱ .۲)

مثل چیزهایی احتمالِ معرفِ تابع این یریم، ب موجودی مرگِ یا نابودی زمانِ مثلا را T اگر

انباشتِ تابع چون است. مشخص زمانِ ی برایِ دستگاه ی سالم ماندنِ یا بیمار، ی زنده ماندنِ

پس است. نزول ی نوایِ تابع S(t) تابع است، صعودی ی نوایِ تابع F (t)

P (T > t+ s ∩ T > t) = P (T > t+ s). (۱۴۲ .۲)

است ساده نمایی توزیع برایِ ۱۴۰ .۲ رابطه یِ اثباتِ کنیم، استفاده بِیز قاعده یِ از اگر حالا

P (T > t+ s|T > s) =
P (T > t+ s ∩ T > t)

P (T > s)

=
P (T > t+ s)

P (T > s)
=

e−λ(t+s)

e−λs
= e−λt

=P (T > t). (۱۴۳ .۲)

ضمن در

P (T > t+ s)

P (T > s)
=P (T > t)

S(t+ s) =S(t)S(s). (۱۴۴ .۲)

از بزرگ تر زمان این این که احتمالِ یریم، ب نظر در روی داد ی رخ دادنِ تا انتظار زمانِ را T اگر

از بیش زمان در و باشد رخ نداده s زمانِ تا روی داد آن که است شرط ای احتمالِ همان باشد t

است. صادق هم بالا قضیه یِ عکس دهد. رخ t+ s
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به t زمانِ اندازه یِ به انتقال با که است T تصادف یِ متغیرِ برایِ نمایی توزیع آبی رنگ خم ۵ .۲ ل ش
م شود. تبدیل رنگ قرمز توزیع

است. T تصادف یِ متغیرِ برایِ نمایی توزیع آبی رنگ خم ل ش این در ببینید. را ۵ .۲ ل ش

داده نشان رنگ قرمز خم با ل ش در که یرید ب نظر در را t زمانِ از بعد مثلا خم این از بخش

سطح اما است. آبی خم همان ادامه یِ احتمال ال یِ چ تابع زمان این از پس قاعدتاً است. شده

کاف کردن بهنجار برایِ نیست. بهنجار تابع این و است ی از کم تر بخش این منحن یِ زیرِ

در نمایی توزیع حافظه بودنِ بدونِ م رود. A′′ به A′ نقطه یِ این کار با کنیم. مقیاس را آن است

A′′ به A نقطه یِ کنیم، منتقل t زمانِ اندازه یِ به را آبی رنگ خم اگر که است معن این به این جا

م رود.

حافظه بدونِ پیوسته ی توزیعِ تنها نمایی توزیع با پیوسته تصادف یِ متغیرِ ی ۲ .۲ .۲ قضیه

است.

مستقل تصادف یِ متغیرهایِ جمع ۶ .۲ .۲

توزیع که پرسید م توان است. تصادف متغیری هم X = X1 +X2 تصادف متغیرِ دو جمع

دو جمع احتمالِ هستند، مستقل متغیرها چون چیست؟ pX(x) جدید تصادف یِ متغیرِ احتمالِ
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پیوسته تصادف یِ متغیرهایِ ۲ .۲
۴۵

پس است. احتمال دو حاصل ضربِ متغیر

pX(x) =

∫ ∞

−∞
dx1

∫ ∞

−∞
dx2p1(x1) p2(x2)δ(x− x1 − x2), (۱۴۵ .۲)

=

∫ ∞

−∞
dx1p1(x1) p2(x− x1). (۱۴۶ .۲)

جدید توزیع تابع مشخصه یِ تابع است. ساده تر مسئله گاه مشخصه تابع یا فوریه تبدیل زبانِ به

p̃(k) =

∫ ∞

−∞
dxe−ikx

∫ ∞

−∞
dx1p1(x1) p2(x− x1)

=

∫ ∞

−∞
dx1e

−ikx1p1(x1)

∫ ∞

−∞
dx e−ik(x−x1)p2(x− x1)

=p̃1(k)p̃2(k) (۱۴۷ .۲)

دهید نشان م توانید سادگ به طریق این به است. توزیع تابع دو مشخصه یِ تابع حاصل ضربِ

است. نرمال توزیع با تصادف  متغیری نرمال، توزیع با مستقل تصادف یِ متغیرِ دو جمع

هر م توانند ی نواخت توزیع با که یرید ب نظر در مستقل تصادف یِ متغیرِ دو .۳ .۲ .۲ مثال

مثل چیزی متغیر دو این توزیع تابع پس کنند. انتخاب را 1 و 0 بین عددی

p1(x1) =

{
1, 0 ≤ x1 ≤ 1,

0, صورت این غیر ,در
(۱۴۸ .۲)

X = X1 +X2 توزیع تابع است.

pX(x) =

∫ 1

0
dx1 p2(x− x1). (۱۴۹ .۲)

u := x−x1 متغیرِ تغییرِ که است این ساده تر بود. خواهد متفاوت انتگرال xمقدارِ مقدارِ به بسته

این صورت در دهیم. انجام را

pX(x) = −
∫ x−1

x
du p2(u) =

∫ x

x−1
du p2(u). (۱۵۰ .۲)
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این جمع همین طور و 1 و 0 بین X2 و X1 تصادف یِ متغیرِ دو برایِ ی نواخت توزیع هایی ۶ .۲ ل ش
. تصادف متغیرِ دو

0 ≤ x ≤ 1 اگر است. صفر توزیع تابع این بر بنا و ۱۵۰ .۲ انتگرالِ باشد، x ≤ 0 یا 2 ≤ x اگر

که است وقت دارد سهم نتیجه در که بخش تنها است. منف ۱۵۰ .۲ انتگرالِ پایین حدِ باشد،

است صفر انتگرال پایین حدِ

pX(x) =

∫ x

0
du = x. (۱۵۱ .۲)

دارد سهم نتیجه در که بخش تنها است. x ،۱۵۰ .۲ انتگرالِ بالایِ حدِ باشد، 1 ≤ x ≤ 2 اگر

است ۱ انتگرال بالایِ حدِ که است وقت

pX(x) =

∫ 1

x−1
du = 2− x. (۱۵۲ .۲)

پس

pX(x) =


0, x ≤ 0,

x, 0 ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2,

0, 2 ≤ x.

(۱۵۳ .۲)

مرکزی ِ حدّ قضیه یِ ۳ .۲
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متوسط با دارند ی سان توزیع هایِ ,X1که · · · , XN تصادف یِ Nمتغیرِ اگر ۱ .۳ .۲ قضیه

نرمال توزیع با تصادف متغیری بزرگ Nهایِ حدِّ در جمع شان حاصل باشند، σ واریانس و µ

است.

تصادف یِ متغیرِ

ZN =
X1 +X2 + · · ·+XN −Nµ√

Nσ
(۱۵۴ .۲)

فقط باشند، چه اولیه توزیع هایِ که نیست مهم است. 1 واریانس و صفر متوسط با نرمال توزیع

متغیرِ زیادی تعدادِ جمع برایِ قضیه این مثلا باشد. محدود شان واریانس و معین متوسطشان باید

این اما است. نرمال توزیع جمع شان حاصل و برقرار 1 و 0 بین ی نواخت توزیع با تصادف

نیست. درست کوش توزیع با تصادف متغیرِ زیادی تعدادِ جمع برای قضیه

۳ .۲ .۲ مثالِ در یرید. ب نظر در ۱۴۸ .۲ مطابق ی نواخت توزیع با تصادف  متغیرِی .۲ .۳ .۲ مثال

این از نوع شش و پنج چهار، سه، جمع با دیدیم. را توزیع نوع این از تصادف متغیرِ دو حمع

م بینید. ۷ .۲ ل ش در که م آیند دست به توزیع هایی توزیع،

متوسط نرمال، ی سانِ توزیع هایِ ,X1با · · · , Xn تصادف یِ متغیرِ n کنید فرض .۳ .۳ .۲ مثال

تصادف یِ متغیرِ دهیم نشان م خواهیم باشند. σ واریانس و ⟨Xi⟩ = µ

ZN =
X1 +X2 + · · ·+XN −Nµ√

N
(۱۵۵ .۲)

است. 1 واریانس و صفر متوسط با نرمال توزیع

⟨ZN ⟩ = ⟨X1⟩+ ⟨X2⟩+ · · ·+ ⟨XN ⟩ −Nµ√
N

= 0 (۱۵۶ .۲)

از است عبارت Z تصادف یِ متغیرِ مشخصه یِ تابع (۱۴۷ .۲) و (۱۲۶ .۲) از استفاده با

p̃(k) = exp

[
−σ

2k2

2

]
(۱۵۷ .۲)

است. σ واریانس با نرمال توزیع مشخصه تابع که
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(e) تا (b) بخش هایِ در است. 1 و 0 بین تصادف متغیری برایِ ی نواخت توزیع (a) ۷ .۲ ل ش
م بینید. را توزیع همین با تصادف متغیرِ شش تا دو حمع
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احتمال سنجش ۴ .۲

احتمالِ هایِ با حالته دو دستگاه ی وقت

P (A) = p (۱۵۸ .۲)

و

P (B) = 1− p =: q (۱۵۹ .۲)

چه طور کرد سوال م توان اما گرفتیم. معین و داده شده را احتما ل ها این م کردیم، بررس را

چه قدر آمدن خط یا شیر احتمالِ که م دانیم کجا از ه س ی برایِ مثلا سنجید. را این ها م شود

تقارن فرض با مثلا باشیم. داشته احتمال اندازه یِ برایِ نظری دلیل ی است ن مم گاه است.

کاملا ه یِ س ی اگر مثلا است. برابر حالت دو هر احتمالِ دوحالته، سیستم ی برایِ بدانیم

احتمال شود ادعا است ن مم نیست). تحقیق قابل سادگ به این هم (که باشیم داشته متقارن

متقارن کاملا که م بینیم معمول ه س ی برایِ اما است. برابر آمدن خط احتمالِ با آمدن شیر

را ه س اگر که است این مرسوم جواب نیست. ی طرف دو برجستگ هایِ و نقش ها نیست.

تعدادِ n و پرتاب ها کل تعدادِ N که است p =
n

N
شیرآمدن احتمالِ کنیم، پرتاب کرات به

در نتیجه این که م شود تاکید نیز نکته این به معمولا است. آمده شیر که است پرتاب هایی

.p = limN→∞
n

N
یعن باشد، زیاد خیل پرتاب ها کل تعدادِ N که است درست صورت

تعدادِ وقت نم کنیم. اندازه گیری که بی نهایت بار واقعاً ما کنیم. کم را گزاره این ذارید ب اما

اگر واقع در چیست؟ واقعاً م آوریم دست به ما که آن چیزی معن یِ باشد، محدود پرتاب ها کل

بیاید، شیر پرتاب n پرتاب، N از آن که احتمالِ م دانستیم، را p = x آمدن شیر احتمالِ

PN (n|x) :=
(
N

n

)
xn(1− x)N−n (۱۶۰ .۲)

کنیم استفاده بیز قاعده یِ از م توانیم حالا .x بودنِ معین به مشروط است، شرط احتمالِ ی

pN (x|n) =PN (n|x)p(x)
PN (n)
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=
PN (n|x)p(x)∫ 1

0 dy PN (n|y)p(y)

=
xn(1− x)N−np(x)∫ 1

0 dy yn(1− y)N−np(y)
(۱۶۱ .۲)

را شیرآمدن احتمالِ ما واقع در است. شیرآمدن) (احتمالِ x متغبرِ برایِ احتمال توزیع p(x) که

موردِ در اطلاعات چه بیاید، شیر پرتاب n پرتاب، N از پس اگر ببینیم م خواهیم ول نم دانیم

نداشته شیرآمدن، احتمالِ ،x موردِ در چیز هیچ سنجش از قبل اگر یافته ایم. x احتمالِ توزیع

یعن است، ی نواخت کاملا p(x) توزیع باشیم،

p(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1

0, این صورت غیرِ در
(۱۶۲ .۲)

موردِ در اطلاعات قبل از دلایل به اگر است. ی و صفر بین عددی هر شیرآمدن احتمالِ یعن

استفاده با (مثلا نظری دلایل یا باشیم کرده اندازه گیری قبلا آن که چه باشیم، داشته توزیع این

با کنیم. استفاده p(x) توزیع موردِ در اطلاعات این از م توانیم باشیم داشته آن برایِ تقارن) از

به م رسیم ندانیم، x توزیع موردِ در چیزی هیچ این که فرض

pN (x|n) = xn(1− x)N−n∫ 1
0 dy yn(1− y)N−n

=
xn(1− x)N−n

β(n+ 1, N − n+ 1)
(۱۶۳ .۲)

که

β(a, b) =

∫ 1

0
dxxa−1(1− y)b−1

=
(a− 1)!(b− 1)!

(a+ b− 1)!
(۱۶۴ .۲)

مختلفِ مقادیرِ برایِ pN (x|n) شیرآمدن احتمالِ شرط یِ احتمالِ (۸ .۲) ل ش در است. بتا تابع

بزرگ تر Nرا ه، س پرتابِ تعدادِ هرچه پیداست هم ل ش از که همان طور است. شده nرسم Nو

که ناحیه ای که است این حرف این معن یِ م شود. باری تر pN (x|n) احتمالِ توزیع کنیم،
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



احتمال سنجش ۴ .۲
۵۱
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.n و N مختلفِ مقادیرِ برایِ شیرآمدن احتمالِ شرط یِ احتمالِ توزیع ۸ .۲ ل ش

بیش تری اطمینانِ با ما و م شود بزرگ تر است چشم پوش قابل مقدارش x برایِ احتمال توزیع

هم را حرف ها این بزنیم. حرف م توانیم ناحیه است چه در x شیرآمدن احتمالِ این که موردِ در

شیرآمدن احتمالِ وییم ب نم توانیم اندازه گیری محدودی تعدادِ با هرچند کرد. کم تر م توان

توزیع این از استفاده با آوریم. دست به احتمال این برایِ توزیع توانستیم ول است، چه قدر دقیقاً

است)، بیشینه آمدن شیر احتمالِ که جایی (یعن xm توزیع قله یِ اندازه گیری، تعداد همین با و

این واریانس و ،⟨x|n⟩ ،N از n شرط به آمدن شیر احتمالِ متوسط) همان (یا چشم داشت مقدارِ

آوریم. دست به م توانیم را توزیع

dpN (x|n)
dx

∣∣
x=xm

= 0, ⇒ xm =
n

N
(۱۶۵ .۲)

⟨x|n⟩ =
∫ 1

0
dxx pN (x|n) =

∫ 1

0
dx

xn+1(1− x)N−n

β(n+ 1, N − n+ 1)

=
β(n+ 2, N − n+ 1)

β(n+ 1, N − n+ 1)
=

n+ 1

N + 2
, (۱۶۶ .۲)

Var(x|n) =⟨x2|n⟩ − ⟨x|n⟩2 = β(n+ 3, N − n+ 1)

β(n+ 1, N − n+ 1)
−
(
n+ 1

N + 2

)2
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=
N − n+ 1

(N + 3)(N + 2)2
. (۱۶۷ .۲)

متوسط و توزیع قله یِ ،N → ∞ حدِّ در است. ، n+ 1

N + 2
آن متوسط و ، n

N
توزیع قله یِ

پرتاب N = 100 از بعد اگر م رود. صفر سمتِ به هم واریانس و م شوند n

N
همان احتمال

شیرآمدن احتمالِ متوسط ،xm = 0.47 شیرآمدن احتمالِ بیشینه باشد، آمده شیر بار n = 47

N = 1000 از بعد شود، سوال ما از اگر است. 5× 10−5 واریانس و ،⟨x|475⟩ = 0.4706

ناحیه ای چه در آمدن شیر احتمالِ درصد 90 احتمالِ با است، آمده شیر بار n = 475 پرتاب

چیست؟ جواب است،

انتروپی و اطلاعات ۵ .۲

کم را روی دادها از مجموعه ای یا روی داد ی از اطلاع میزانِ م خواهیم ابتدا بخش این در

و م گیریم روزمره زندگ یِ از را مفهوم م دهیم. انجام فیزی در معمولا ما را کار این کنیم.

روزمره زندگ یِ در مثلا بدهیم. باشد مشاهده پذیر که دقیق و کم مفهوم آن به م کنیم سع

کم مفهوم  و شده گرفته عاریه به انی م در کلمه این دارند. کار کلمه یِ از تصویری مردم

ایده یِ نیم. ب اطلاعات کلمه یِ با را کار همین م خواهیم این جا ما م شود. داده آن به دقیق و

بودنِ فت انگیز ش میزانِ به اطلاع ی اطلاعات ارزش که است این اطلاعات نظریه یِ اصل یِ

اتفاق انتظار مطابق رویداد آن وقت باشد، محتمل بسیار روی داد ی اگر دارد. بستگ اطلاع آن

اما است. کم اطلاعات محتوایِ م گوییم حالت این در بنابراین نیست. غیرِمنتظره اصلا افتد م

اطلاع داد، خواهد رخ اتفاق آن وید ب ما به کس اگر باشد، اندک روی دادی رخ دادنِ احتمالِ اگر

گزاره ای صحتِ احتمالِ هرچه قبل اطلاع هر غیابِ در ر دی عبارتِ به است. داده ما به زیادی

اثر بر میر و مرگ از آماری روزه هر مثلا است. کم تر گزاره آن اطلاعات یِ محتوایِ باشد، بیش تر

انتظارِ با عدد این وقت تا دارد. خیز و افت کم روزانه آمارِ این م شود. داده کرونا بیماری یِ

رویِ آسپرین) (مثلا دارو فلان ویند ب ما به مثلا اگر اما است. شده داده کم تری اطلاع بخواند ما

این در نداشتیم. را انتظارش که است چیزی دارد، را مشخص اثرِ این بیماری این با درگیری

م دهیم نمایش I با را آن که اطلاع است. شده داده اطلاع ما به حالت این در م گوییم صورت
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اگر خط. و شیر حالتِ دو با ه س ی حالت ساده ترین در مثلا دارد. بستگ احتمال توزیع به

وییم ب م توانیم قطعیت با قبل از ندارد. اطلاعات ارزش روی داد آن باشد، ی آمدن شیر احتمالِ

گزاره سه است. آمده دنیا به میلادی ۱۶۴۳ سالِ در نیوتن م دانیم ما م دهد. روی رخ داد آن که

م گویند: ما به او تولد روزِ موردِ در

است. آمده دنیا به میلادی ۱۶۴۳ سالِ روزهای از ی در نیوتن .۱

است. آمده دنیا به میلادی ۱۶۴۳ سالِ دوم نیمه  یِ در نیوتن .۲

است. آمده دنیا به میلادی ۱۶۴۳ سالِ ما ه هایِ از ی اُم ۲۵ روزِ نیوتن .۳

کم آن اطلاعاتِ و 1

2
دوم گزاره یِ احتمالِ است. صفر آن اطلاعاتِ و ی اول گزاره یِ احتمالِ

اگر است. ر دی گزاره یِ دو از بیش آن اطلاعاتِ و 12

365
سوم گزاره یِ احتمالِ است. بیش تر

آن که احتمالِ هستند، مستقل احتمال ها چون یریم، ب نظر در را سوم و دوم گزاره یِ دو ترکیبِ

باشد، آمده دنیا به میلادی ۱۶۴۳ سالِ دوم نیمه  یِ ما ه هایِ از ی اُم ۲۵ در نیوتن

12

365
× 1

2
=

6

365
,

است. بیش تر آن اطلاعات یِ محتوایِ و کم تر

را {P1, P2, · · · , PΩ} احتمال هایِ با {x1, x2, · · · , xΩ} مقادیرِ X تصادف یِ متغیرِ

م دهیم. نمایش Ii با را داده شده اطلاع دهد، رخ xi اندازه گیری  در اگر کند. اختیار م تواند

دارد: را زیر ویژگ هایِ اطلاع م کنیم فرض

است. نامنف کمیت اطلاع ●

Ii ≥ 0 (۱۶۸ .۲)

است. Pi روی داد آن وقوع احتمالِ از نزول ی نوایِ تابع Ii روی داد هر از حاصل اطلاع ●

است. کم تر روی داد آن از اطلاع باشد بیش تر روی دادی احتمالِ چه هر

I(P = 1) = 0. (۱۶۹ .۲)

روی دادهاست. از کدام هر از حاصل اطلاع مجموع مستقل روی دادِ دو از حاصل اطلاع ●

I(P1, P2) = I(P1) + I(P2). (۱۷۰ .۲)
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۵۴
تصادف  متغیرهایِ ۲

روی داد دو احتمالِ حالِ ضربِ روی داد، دو هر رخ دادنِ احتمالِ باشند، مستقل رویداد دو اگر

باشد داشته را خواص این که هستیم تابع دنبالِ ما پس است

I(P1 · P2) =I(P1) + I(P2), (۱۷۱ .۲)

I(1) =0. (۱۷۲ .۲)

تنها باشد، احتمال از پیوسته ای تابع اطلاعات که کنیم اضافه هم را فرض این که صورت در

کند، برآورده را شرایط این که تابع

I(P ) = C lnP, (۱۷۳ .۲)

C := −k < 0 ثابتِ که م دهد نتیجه I بودنِ مثبت شرط است. ثابت مقداری C که است،

پس باشد.

I(P ) = −k lnP, k > 0. (۱۷۴ .۲)

اطلاع اگر حالا کردیم. صحبت معین روی داد ی رخ دادنِ موردِ در اطلاع موردِ در این جا تا

از است عبارت داده شده اطلاعاتِ متوسط باشیم داشته روی دادها از مجموعه ای موردِ در

S := ⟨I⟩ =
∑
i

Pi I(Pi) = −k
∑
i

Pi lnPi. (۱۷۵ .۲)

شرط هیچ این جا تا م نامند. شانون۱ انتروپی یِ S را اطلاعات متوسط اطلاعات نظریه یِ در

در هستند. مربوط هم به دو این البته نداریم. است مبنایی چه در اریتم ل این که و k اندازه یِ رویِ

آماری ِ انی م در م گیرند. 1 را ثابت ضریبِ و 2 مبنای در را اریتم ل معمولا اطلاعات نظریه

م گیریم. kB بولتزمن ثابتِ را ثابت ضریبِ و e مبنای در را اریتم ل

انتروپی باشد، متقارن کاملا ه س اگر ه. س ی پرتابِ ساده یِ مثالِ به برگردیم .۱ .۵ .۲ مثال

S := −k
∑
i

Pi lnPi = −k(1
2
ln

1

2
+

1

2
ln

1

2
) = k ln 2 ≈ 0.6931k, (۱۷۶ .۲)

Shannon Entropy۱
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انتروپی و اطلاعات ۵ .۲
۵۵

احتمالِ S(P ) = −k(P lnP + (1 − P ) ln(1 − P )) یعن P حسبِ بر انتروپی ۹ .۲ ل ش
ه. س ی شیرآمدنِ

با است برابر انتروپی و 0.3 آمدن خط احتمالِ پس باشد، 0.7 شیرآمدن احتمالِ مثلا اگر و

S := −k(0.7 ln 0.7 + 0.3 ln 0.3) ≈ 0.6109k. (۱۷۷ .۲)

م شود بیشینه انتروپی وقت چه حالته دو سیستم ی برایِ ببینیم بیایید

S(P ) =− k(P lnP + (1− P ) ln(1− P )) (۱۷۸ .۲)
dS

dP

∣∣
Pm

=− k(lnPm + 1− ln(1− Pm)− 1)

=k ln

(
1− Pm

Pm

)
= 0, (۱۷۹ .۲)

است، برابر آمدن خط و شیر احتمالِ که متقارن ه یِ س برایِ پس .Pm =
1

2
م دهد نتیجه که

شده رسم ه س ی شیرآمدنِ احتمالِ P حسبِ بر انتروپی ،۹ .۲ ل ش در است. بیشینه انتروپی

در دارد. کم تری اطلاعات ارزش باشد، بیش تر آمدن شیر مثلا حالات از ی احتمالِ اگر است.

است. صفر انتروپی باشد، 1 روی دادها از ی احتمالِ که حالت

کنیم. بررس را حالت چند بیایید
دردست رس۱ حالتِ Ω تعبیری به یا مختلف حالتِ Ω بتواند که یرید ب نظر در سیستم ●

رخ دادنِ احتمالِ Pi رویِ شرط چه انتروپی بیشینه شدنِ ببینیم م خواهیم کند. اختیار را

accessible states۱
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۵۶
تصادف  متغیرهایِ ۲

باید م گذارد. iاُم حالتِ

S := −k
Ω∑
i

Pi lnPi, (۱۸۰ .۲)

احتمال بودنِ بهنجار شرط با هم راه را

Φ :=

Ω∑
i

Pi − 1 = 0, (۱۸۱ .۲)

لازم انتروپی کردنِ بیشینه برایِ داریم، را Φ بودنِ صفر قیدِ این جا در چون کنیم. بیشینه

کنیم. بیشینه را S̃ := S + λΦ تابع و کنیم استفاده لاگرانژ نامعین ضریبِ از است

∂S̃

∂Pi
= −k lnPi − k + λ = 0, (۱۸۲ .۲)

∂S̃

∂λ
=

Ω∑
i

Pi − 1 = 0. (۱۸۳ .۲)

م دهد نتیجه هم دوم معادله یِ برابرند. Piها همه یِ م شود نتیجه اول معادله یِ از

Pi =
1

Ω
.

است. مربوط آماری ِ انی م در موضوع اصل ی به نتیجه این

دردست رس روحالت هایِ می تمام تعادل: حالتِ آماری یِ ِ انی م در موضوع اصل اصل۲. ۵. ۲

هستند. هم احتمال بسته سیستم ی

ی متوسط م شود، بیشینه انتروپی حال که در م خواهیم که یرید ب نظر در سیستم ●

مجاورتِ در که سیستم ی برایِ آماری ِ انی م در ما مثلا باشد. معین هم خاص کمیتِ

باشد. U مثل معین کمیت سیستم متوسط انرژی یِ که داریم قید است، گرمایی منبع ی

قید دو حالت این در

Φ1 :=
∑
i

Pi − 1 = 0, (۱۸۴ .۲)
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انتروپی و اطلاعات ۵ .۲
۵۷

Φ2 :=
∑
i

EiPi − U = 0, (۱۸۵ .۲)

شود بیشینه باید که تابع داریم. لاگرانژ نامعین ضریبِ دو و

S̃ := S + λ1Φ1 + λ2Φ2, (۱۸۶ .۲)

است.

∂S̃

∂Pi
=− k lnPi − k + λ1 + λ2Ei = 0, (۱۸۷ .۲)

∂S̃

∂λ1
=
∑
i

Pi − 1 = 0, (۱۸۸ .۲)

∂S̃

∂λ2
=
∑
i

EiPi − U = 0, (۱۸۹ .۲)

م شود نتیجه اول معادله یِ حل از

Pi =exp

(
λ1
k

− 1 +
λ2Ei

k

)
=Ce−βEi , (۱۹۰ .۲)

م شوند تعریف زیر صورتِ به β و C ثابت هایِ که

C := exp

(
λ1
k

− 1

)
(۱۹۱ .۲)

β :=− λ2
k
. (۱۹۲ .۲)

م شود تعیین ۱۸۸ .۲ احتمال بهنجارش قیدِ از استفاده با C ∑ثابتِ
i

Pi − 1 = 0, ⇒ C = Z−1 (۱۹۳ .۲)

است پارش تابع Z که

Z :=
∑
i

e−βEi . (۱۹۴ .۲)
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۵۸
تصادف  متغیرهایِ ۲

استفاده ۱۸۹ .۲ از باید آن آوردنِ دست به برایِ است. باق مانده β یعن ثابت ی تنها

∑کنیم.
i

EiPi = U, ⇒
∑

iEie
−βEi

Z
= U. (۱۹۵ .۲)

بنویسیم زیر ل ش به م توانیم را اخیر رابطه یِ

U = − 1

Z

∂Z

∂β
= −∂ lnZ

∂β
. (۱۹۶ .۲)

م توان آن از استفاده با عل الاصول که م آید دست به معادله ای معادله این از استفاده با

انتروپی تعریفِ به برگردیم که است این ر دی راه ی آورد. دست به را β ثابتِ

S =− k
∑
i

Pi lnPi,

=k
∑
i

Pi (lnZ + βEi)

=k (lnZ + βU) . (۱۹۷ .۲)

صورت این در کرده ایم. استفاده ۱۸۹ .۲ و ۱۸۸ .۲ از این جا در

∂S

∂U
=k

(
∂ lnZ

∂U
+ β + U

∂β

∂U

)
=k

(
∂ lnZ

∂U
+ β − ∂ lnZ

∂β
· ∂β
∂U

)
=kβ (۱۹۸ .۲)

با پیوسته توزیع ی با متناظر انتروپی یِ .۳ .۵ .۲ مثال

S := −k
∫ ∞

−∞
dx p(x) ln p(x), (۱۹۹ .۲)

م شود. تعریف

احتمال توزیع بودنِ بهنجار شرط دو با دهیم نشان ∫م توانیم ∞

−∞
dx p(x) = 1, (۲۰۰ .۲)
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کدگذاری ۶ .۲
۵۹

باشد، σ2 مثلا معین، مقداری توزیع واریانس این که ∫و ∞

−∞
dxx2 p(x) = σ2, (۲۰۱ .۲)

است. نرمال توزیع م کند، فرینه را انتروپی که توزیع تنها

صورت این در م کنیم. وارد لاگرانژ نامعین ضرایبِ با را بالا شرط دو

S̃ := S + λ1

[
1−

∫ ∞

−∞
dx p(x)

]
+ λ2

[
σ2 −

∫ ∞

−∞
dxx2 p(x)

]
, (۲۰۲ .۲)

کنیم. فرینه باید را

δS̃ =

∫ ∞

−∞
dx δp(x)

[
−k ln p(x)− k − λ1 − λ2x

2
]
= 0, (۲۰۳ .۲)

م دهد نتیجه δp(x) دل خواه مقدارِ هر ازایِ به

p(x) = exp

[
−1− λ1

k
− λ2

k
x2

]
∝ exp

[
−λ2
k
x2

]
. (۲۰۴ .۲)

به م رسیم واریانس اندازه یِ و بهنجارش شرط دو از استفاده با

p(x) =

√
1

2πσ2
exp

[
− x2

2σ2

]
. (۲۰۵ .۲)

کدگذاری ۶ .۲

که دلیل به اما م شود. استفاده ۱۷۵ .۲ و ۱۷۴ .۲ تعریف هایِ همان از اطلاعات نظریه یِ در

اطلاعات این صورت در م گیرند. ۲ مبنایِ در را اریتم ل و k = 1 شد خواهد روشن بعداً

است، P آن شیرآمدنِِ احتمالِ که ه س ی انتروپی یِ است. Ii = − log2 Pi

S = −(P log2 P + (1− P ) log2(1− P )), (۲۰۶ .۲)

اطلاعات است، لازم گاه اطلاعات ارسالِ برایِ است. Smax = 1 بیشینه انتروپی یِ و است

م شود. ذخیره دویی۱ دو ل ش به اطلاعات حالت ساده ترین در شود. فشرده

binary۱
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۶۰
تصادف  متغیرهایِ ۲

م کنیم. ذخیره را 0 آمد خط که بار هر و 1 آمد شیر ه س که بار هر ه ای س برایِ .۱ .۶ .۲ مثال

داریم. را 0 و 1 اعدادِ از دنباله ای آزمایش تعدادی ازایِ به باشد، P =
1

2
شیرآمدن احتمالِ اگر

مثلا

001011010101110100010011101010 · · ·

است داده ما به اطلاعات بیت۱ ی آمده، ( 0 (یا 1 م گوید ما به کس اگر

− log2
1

2
= 1bit

انتروپی م گیرند. ۲ مبنایِ در را اریتم ل و k = 1 اطلاعات نظریه یِ در که است دلیل همین به

برابر علامت هر ازای به بیت با انتروپی حالت این در این بر بنا است. 1 هم حالت این برایِ

باشد. 0 از کم تر خیل 1 تعدادِ داریم انتظار ،P =
1

4
مثلا باشد، نامتقارن ه س اگر اما است.

هر ازایِ به هم باز ذخیره کنیم، را 0 خط ازایِ به و 1 شیر دادنِ رخ ازای به قبل حالتِ مثل اگر

انتروپی حالت این برایِ اما شده داده اطلاعات بیت ی علامت

S = −(
1

4
log2

1

4
+

3

4
log2

3

4
) = 0.81, (۲۰۷ .۲)

داده بر بیت تعدادِ با انتروپی است، بیشینه انتروپی که بی نظم کاملا حالتِ برایِ واقع در است.

نیست. این طور ر دی حالاتِ برایِ ول است برابر

داد: نشان م توان

موردِ بیتِ تعدادِ کمترین متوسط طور به انتروپی اطلاعات، نظریه یِ چارچوبِ در ۲ .۶ .۲ قضیه

متوسط تعداد پایین حدِّ انتروپی کدگذاری زبانِ به یا است. علامت ی دادنِ نشان برای نیاز

است. علامت هر دادن نشان برای داده ها) سازی یِ فشرده پایین حدِّ (یا نیاز مورد بیت های

اگر م دهند. رخ 1

8
و 1

8
،1
4

،1
2

احتمال هایِ با s4 و s3 ،s2 ،s1 روی دادِ چهار .۳ .۶ .۲ مثال

نماد چهار از باید کنیم، استفاده اطلاعات انتقالِ یا ذخیره برایِ دویی دو نماد هایِ از بخواهیم

bit۱
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کدگذاری ۶ .۲
۶۱

متوسط طورِ به این صورت در باشد. 11 و 10 ،01 ،00 انتخاب ساده ترین شاید کنیم. استفاده

کنیم حساب را متناظر انتروپی یِ اگر داریم. لازم بیت دو علامت هر برایِ

S = −(
1

2
log2

1

2
+

1

4
log2

1

4
+

1

8
log2

1

8
+

1

8
log2

1

8
) =

1

8
= 1.75, (۲۰۸ .۲)

بیت هایِ با ذخیره کردن برایِ روش حتماً ۲ .۶ .۲ قضیه یِ مطابق این بر بنا است. کم تر که است،

کنیم. استفاده اندازه ی به نماد هایی علامت چهار همه یِ برایِ ندارد لزوم هست. هم کم تر

مثلا کنیم. استفاده کم تر بیت هایِ از م توانیم است محتمل تر که علامت با روی داد ای کار برایِ

دارد را ایراد این پیش نهاد این اما .11 و 10 ،01 ،0 کنیم: پیش نهاد را نماد چهار این است ن مم

این بر بنا .s1s4s1 یا است s3s2 با متناظر 0110 نم دانیم مثلا نیست. ی تا رمزگشایی۱ که

باشند. تبدیل قابل هم به ی به ی نماد ها و علامت ها که باشیم مراقب باید ذخیره سازی این در

نمادِ است محتمل تر که ،s1 روی دادِ برایِ کنیم. استفاده 111 و 110 ،10 ،0 نمادِ چهار از اگر

این حالت در کنیم. استفاده ۲ از بیش تر نمادِ هستند نادرتر که s4 و s3 روی دادهایِ برایِ و کم تر

نیاز موردِ متوسط بیت ِ

1× 1

2
+ 2× 1

4
+ 3× 1

8
+ 3× 1

8
=

1

8
= 1.75, (۲۰۹ .۲)

است. برابر انتروپی با که م شود

ذخیره سازی یِ روش سادگ به توانستیم که بودند 1
2

از مختلف توان هایِ احتمال ها مثال این در

نیست. سادگ این به مسئله کل حالتِ در کنیم. پیدا را کمینه

ذخیره سازی روش ی باشد طولان کاف اندازه یِ به که نمادها از زنجیره ای برایِ ۴ .۶ .۲ قضیه

انتروپی به دل خواه مقدارِ به م توان را نماد بر بیت تعدادِ که دارد وجود ی تا رمزگشایی یِ و

کرد. نزدی

ⅾeⅽoⅾing۱
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مسائل

پنالت دفعه n آن که احتمالِ م کند. گل را پنالت 20% احتمال ِ با فوتبال بازی کن ی ۱ .۲

متوسط به طورِ است؟ چه قدر شود، گل اُم n + 1 دفعه یِ و نشود گل هیچ کدام که بزند

شود؟ گل بالاخره تا بزند پنالت باید بار چند

احتمال هایِ (با است دوحالته سیستم ی که ه س ی مثل چیزی با B و A فردِ دو ۲ .۲

بازی دهد)، رخ ۲ روی دادِ که وقت q := 1 − p و دهد رخ ۱ روی دادِ که وقت p

A را بازی است. تمام بازی و م دهد رخ ۱ روی دادِ که وقت یعن برنده شدن م کنند.

بازی B بازی کن این صورت غیرِ در است. برنده او دهد، رخ ۱ روی دادِ اگر م کند. شروع

بازی این صورت غیرِ در و است برنده او دهد، رخ ۱ روی دادِ اگر ترتیب همین به م کند.

شود. برنده ی بالاخره تا م دهند ادامه را

است؟ چه قدر بازی کن هر برنده شدنِ احتمالِ الف⁃

برنده بار چندمین در متوسط طورِ به او برنده شده، A بازی کن که بازی هایی در ب⁃

 شده است؟

ول مل تقریباً 1027  اتاق این در یرید. ب نظر در را  5m و  5m  ،2.5m ِابعاد به اتاق  ۳ .۲

 5 cm و  5 cm  ،2.5 cm ِابعاد به گوشه ای در اتاق ول هایِ مل همه یِ اگر دارد. وجود

است؟ چقدر احتمال این م شود. خفه است اتاق رِ دی گوشه یِ در که کس شوند، جمع

C,G, T حرف هایِ با را آن ها که باز 4 از ی آن جای گاه هر در که است رشته ای ژنوم ۴ .۲

مثل چیزی دارد. قرار م دهیم، نشان A و

· · ·TTAGGCAGTCGA · · ·

است. معین آرایش با جای گاه n = 104 از رشته ای HIV − 1 ویروس ژنوم

شود، کپی اشتباه به جای گاه ها از ی فقط به مربوط حرفِ ویروس این تکثیرِ در اگر الف⁃

در تک حرف جهش یافته یِ متمایزِ ویروس چند است. داده رخ تک حرف جهش م گوییم

ی احتمالِ یرید. ب هم احتمال را آن ها همه یِ دهد؟ رخ است ن مم ویروس این تکثیرِ

است؟ چه قدر تک حرف جهش
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شوند، کپی اشتباه به جای گاه k به مربوط حروفِ فقط ویروس این تکثیرِ در اگر ب⁃

جهش هایِ به مربوط آرایش هایِ تمام تعدادِ است. داده رخ k حرف جهش م گوییم

k جهش هایِ به مربوط آرایش هایِ تمام تعدادِ است؟ چه قدر ویروس این برایِ دو حرف

است؟ چه قدر ویروس این برایِ  حرف

ویروس ی این که احتمالِ آوردید، دست به الف بندِ در که احتمال از استفاده با ج⁃

است؟ چه قدر باشد، داشته دوحرف جهش ی تکثیر موقع

طریق دو به ذرات این دارد. وجود ناپایدار ذره یِ  N ل  ش کره ای محفظه ای مرکزِ در ۵ .۲

مد در است.  q به p  ِنسبت به طریق دو این از واپاش احتمالِ نسبتِ م کنند. واپاش

جهات تمام در مرکز از آن خروج احتمال که م شود ترون ال تولیدِ به منجر واپاش اول،

رویِ در ترون ال ارسازِ آش دستگاه نم شود. تولید ترون ال دوم مد در است. سان ی

احتمالِ م گیرد. بر در را Ω  فضایی زاویه یِ آن حساس مساحتِ و دارد قرار کروی سطح

باشد، نکرده ثبت را ترون ال هیچ ارساز آش ناپایدار، ذراتِ تمام واپاش از پس که آن

به را خود جوابِ یرید (!  ب ندیده را دستگاه خرابی و برق قطع احتمالِ ) است؟ چقدر

محاسبه کنید .   Ω = π/6 و  q = 1/4  ،p = 3/4  ،N = ازایِ 40

است. حافظه بدونِ هندس توزیع دهید نشان ۶ .۲

م سازد  x ِمحور با بردار این که زاویه ای یرید. ب نظر در ثابت طولِ با  B بردار الف⁃ ۷ .۲

بین بردار x  ِمولفه ی که آن احتمالِ باشد. تصادف کاملا  θ کنید فرض م گیریم.  θ را

است؟ چقدر باشد  Bx + dBx و  Bx 

م کند. ط را  l ِسان ی فاصله یِ متوال برخوردِ دو هر بین گازِ ی در ول مل ب⁃

 R ول مل ی میانگین جابجایی است. مساوی احتمالِ با جهات همه یِ در پراکنده شدن

چیست؟  ⟨R2⟩ ِجابجایی ی مجذورِ میانگین چیست؟ جابجایی  N از  پس

قضیه یِ در باشد.  x اول حالتِ دادنِ روی احتمالِ که یرید ب نظر در حالته دو سیستم ۸ .۲

داشتیم:  بِیز

pX(x|M) =
P (M |x)pX(x)∫ 1

0 dy P (M |y)pX(y)
.
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کنید  فرض است. داده رخ اول حالتِ دفعه  M آزمایش  دفعه  N از 

pX(x) =
1

2
[δ(x− 1/4) + δ(x− 3/4)].

کنید. محاسبه را  E(x|M)  ،x ِاحتمال میانگین  

آن که احتمالِ است. درصد ی دهد انجام ماه در تصادف ی راننده ی اینکه احتمالِ ۹ .۲

تصادف ی دقیقاً آن که احتمالِ است؟ چه قدر باشد داشته سال در تصادف ی حداقل

است؟ چه قدر باشد داشته سال در

بیرون جعبه از را توپ ها از تا دو است. سیاه توپ ۴ و سفید توپِ ۶ جعبه ای درونِ ۱۰ .۲

است؟ چه قدر باشد سیاه دوم و سفید اول آن که احتمالِ م آوریم.

جعبه یِ لامپ ۱۵ دارد. وجود لامپ ۲۰۰ و ۱۰۰ ترتیب به دو و ی جعبه یِ دو در ۱۱ .۲

ی جعبه ها از ی از تصادف طورِ به کنید فرض خرابند. دو جعبه یِ لامپ ۵ و ی

را لامپ حالا است؟ چه قدر باشد خراب لامپ این این که احتمالِ م آوریم. بیرون لامپ

چه قدر باشد ی جعبه یِ از لامپ آن که احتمالِ است. خراب م بینیم و م کنیم بررس

است؟

ظرف این درونِِ را مشابه ذره یِ ۱۰ کرده ایم. تقسیم مساوی بخش دو به را ظرف ۱۲ .۲

با را است چپ سمتِ در ذره n2 و راست سمتِ در ذره n1 که حالات تعداد م اندازیم.

م دهیم. نمایش Ω(n1, n2)

آورید دست به را زیر حالت هایِ تعدادِ الف⁃

Ω(5, 5), Ω(6, 4).

با را است چپ سمتِ در ذره n2 و راست سمتِ در ذره n1 که این احتمالِ ب⁃

آورید دست به را زیر احتمال هایِ م دهیم. نمایش P (n1, n2)

P (5, 5), P (6, 4).

آورید. دست به را ⟨n1⟩ یعن n1 متوسط ج⁃
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0 ≤ x که طوری به را pX(x) = 1
3e

−x/3 توزیع با X تصادف یِ متغیرِ الف⁃ ۱۳ .۲

آورید. دست به را ⟨X⟩ ،X متوسط یرید. ب نظر در

آورید. دست به را P (X ≥ 3) احتمالِ ب⁃

توزیع با m و n تصادف یِ متغیرِ دو که s = am + bn تصادف یِ متغیرِ توزیع ۱۴ .۲

چیست؟ هستند مثبت ثابتِ دو b و a و پواسون

احتمالِ باشد. برابر آن آمدنِ خط یا شیر احتمالِ که یرید ب نظر در سالم ه س ی ۱۵ .۲

است؟ چه قدر بیاید شیر آن بارِ ۲۵۲۵ تا بار ۲۴۷۵ بین ه س پرتابِ دفعه ۵۰۰۰ از آن که

کنید. استفاده خطا تابع جدولِ از م توانید

احتمالِ است. ۱۰۰۰۰۰ مرتبه ی از زیادی قطعه های شامل که حساس وسیله ی ۱۶ .۲

شوند خراب بیش تر یا قطعه پنج اگر است. p = 2× 10−5 باشد خراب قطعه ی آن که

است؟ چه قدر حادثه ای چنین احتمالِ م آید. در صدا به خطر زنگ

کنید فرض نداریم. آن آمدنِ خط یا شیر مورد در اطلاع هیچ که داریم ه ای س ۱۷ .۲

از اگر باشد. ی نواخت توزیع ی و صفر بین آمدن شیر احتمالِ برایِ احتمال توزیع

است؟ چه قدر آمدن شیر متوسط احتمالِ بیاید، شیر پرتاب ۶ پرتاب ۱۰

صفر ناحیه این از خارج و دارد 1 تا 0 بین ی نواخت توزیع X تصادف یِ متغیرِ ۱۸ .۲

است.

چیست؟ Y = X2 تصادف یِ متغیرِ توزیع الف⁃

آورید. دست به را Y تصادف یِ متغیرِ واریانس و متوسط ب⁃

باشد زیر توزیع با تصادف متغیری X کنید فرض ۱۹ .۲

pX(x) =


2x

π2
, 0 < x < π

0, elsewhere

آورید. دست به را pY (y) ،Y = sinX تصادف یِ متغیرِ توزیع تابع
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توزیع با X تصادف یِ متغیرِ الف⁃ ۲۰ .۲

pX(x) =


0, x < 0

1, 0 < x < 1

0, 1 < x

آورید. دست به را σX آن واریانس و ⟨X⟩ یعن ،X متوسط یرید. ب نظر در را

و ⟨Y ⟩ آورید. دست به را pY (y) توزیع است. X از تابع Y تصادف یِ متغیرِ ب⁃

آورید. دست به را σY آن واریانس

زیرند. قرارِ به داده شده توزیع هایِ برای انباشتک مولدِ تابع دهید نشان ۲۱ .۲

K(u) =


µ
p ln (1− p+ peu) binomial

− ln (1 + µ− µeu) geometric

µ(eu − 1)

است. µ = ⟨n⟩ که

کنید. اثبات را بود درس متن در که زیر روابط ۲۲ .۲

κ0 =0,

κ1 =⟨X⟩,

κ2 =⟨X2⟩ − ⟨X⟩2,

κ3 =⟨X3⟩ − 3⟨X⟩⟨X2⟩+ 2⟨X⟩3,

κ4 =⟨X4⟩ − 4⟨X⟩⟨X3⟩+ 12⟨X⟩2⟨X⟩2 − 6⟨X⟩4.

آن ها توزیع تابع که یرید ب نظر در را Y و X مستقل تصادف یِ متغیرِ دو الف⁃ ۲۳ .۲

منف یِ مقادیرِ برایِ و p(y) = λe−λy و p(x) = λe−λx ،y و x مثبتِ مقادیرِ برایِ

آورید. دست به را Z = X + Y توزیع تابع است. صفر ،y و x

چیست؟ نتیجه باشند، گاوس توزیع ها تابع اگر ب⁃

چیست؟ نتیجه باشند، کوش توزیع ها تابع اگر ج⁃
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احتمالِ با و 1 مقدارِ pj احتمالِ Xjبا متغیرِ ,X1که · · · , Xn تصادف یِ متغیرِ n ۲۴ .۲

تصادف یِ متغیرِ واریانس م کند. اختیار −1 مقدارِ qj = 1− pj

Z = X1 +X2 + · · ·+Xn

است؟ چه قدر V∑n
i=1 piqi

کسرِ م دهیم. نشان V با را

کوش توزیع با تصادف متغیری X ۲۵ .۲

pX(x) =
1

π(x2 + 1)
(۲۱۰ .۲)

است.

است؟ چه قدر X متوسط الف⁃

چیست؟ Y = 1/X تصادف یِ متغیرِ توزیع ب⁃

توزیع دارند. σواریانس و µمتوسط با نرمال X2توزیع X1و تصادف یِ متغیرِ دو ۲۶ .۲

چیست؟ Z = X1 +X2 تصادف یِ متغیرِ

دارد. 1 واریانس و 0 متوسط با نرمال توزیع X تصادف یِ متغیرِ ۲۷ .۲

بنویسید. را تصادف متغیرِ این توزیع الف⁃

است؟ چه قدر P (|X| ≤ 1) احتمالِ ب⁃

چیست؟ Y تصادف یِ متغیرِ واریانس و متوسط چیست؟ Y = eX متغیرِ توزیع ج⁃

چیست؟ ⟨Y n⟩

دارند. 1 واریانس و صفر متوسط با نرمال توزیع X2 و X1 تصادف یِ متغیرِ دو ۲۸ .۲

است. کوش توزیع Z =
X1

X2
تصادف یِ متغیرِ توزیع دهید نشان

یعن دارد نمایی توزیع X تصادف یِ متغیرِ الف⁃ ۲۹ .۲

pX(x) =

{
Ae−Bx, 0 ≤ x <∞
0, x < 0

.

آورید. دست به را B و A مقادیرِ باشد. ν ،X متوسط کنید فرض

احتمالِ دارند. را توزیع همین X2 و X1 مستقل تصادف یِ متغیرِ دو ب⁃

P (X1 > 5X2)
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آورید. دست به را

آورید. دست به را Y = X1 +X2 توزیع ج⁃

نمایی یِ توزیع با X تصادف یِ متغیرِ الف⁃ ۳۰ .۲

pX(x) =

{
1
2e

−x/2, 0 ≤ x <∞
0, x < 0

.

آورید. دست به را ν ،X متوسط یرید. ب نظر در را

آورید. دست به را P (X ≤ 6|X ≥ 3) شرط یِ احتمالِ و P (X ≥ 3) احتمالِ ب⁃

مولدِ تابع ج⁃

M(t) :=

∫ ∞

−∞
dx etxpX(x)

آورید. دست به را

توزیع با X تصادف یِ متغیرِ الف⁃ ۳۱ .۲

pX(x) =


0, x < 0

1, 0 < x < 1

0, 1 < x

آورید. دست به را σX آن واریانس و ⟨X⟩ یعن ،X متوسط یرید. ب نظر در را

است. X از تابع Y تصادف یِ متغیرِ ب⁃

Y = X2

آورید. دست به را σY آن واریانس و ⟨Y ⟩ آورید. دست به را pY (y) توزیع

توزیع تابع با X مستقل تصادف یِ متغیرِ الف⁃ ۳۲ .۲

pX(x) =


0, x ≤ 0,

1, 0 ≤ x ≤ 1,

0, 1 ≤ x,

(۲۱۱ .۲)

توزیع این با مستقل تصادف یِ متغیرِ سه جمع توزیع تابع یرید. ب نظر در را

Y = X1 +X2 +X3
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آورید. دست به را σY آن واریانس و ،Y متوسط آورید. دست به را

هستید، آشنا که ری دی نرم افزارِ هر یا Maple, Mathematica مثل نرم افزارهایی با ب⁃

آورید. دست به را ۷ .۲ ل ش منحن هایِ

دست در کند، اختیار م تواند را −1 و 0 ،+1 مقادیرِ که حالته سه سیستم الف⁃ ۳۳ .۲

داریم.

سیستم این مختلفِ حالت هایِ احتمالِ توزیع با متناظر انتروپی یِ بخواهیم اگر الف⁃

است؟ چه قدر مقدار هر آمدنِ احتمالِ شود. بیشینه

باشیم داشته قید انتروپی، شدنِ بیشینه بر علاوه که باشد گونه ای به سیستم این اگر ب⁃

چیست؟ مقدار هر آمدنِ احتمالِ باشد، 1
2

مقدارِ م آید آن با که عددی مجذورِ متوسط که

اختیار در را است 4 تا ،1 اعدادِ آن وجه هایِ رویِ که وجه چهار تاس الف⁃ ۳۴ .۲

بیشینه تاس این مختلفِ حالت هایِ احتمالِ توزیع با متناظر انتروپی یِ م خواهیم داریم.

متوسط که باشد گونه ای به تاس این اگر است؟ چه قدر تاس وجه هر آمدنِ احتمالِ شود.

چه قدر تاس وجه هر آمدنِ احتمالِ باشد، (2 یا 5
2

(مثلا A مقدارِ م آید آن با که عددی

محاسبات نرم افزارهایِ از مرحله ای در دارید لازم احتمالا مسئله کامل حل برایِ است؟

کنید. استفاده

یرید. ب نظر در را است 6 تا ،1 اعدادِ آن وجه هایِ رویِ که وجه شش تاس ب⁃

شود. بیشینه تاس این مختلفِ حالت هایِ احتمالِ توزیع با متناظر انتروپی یِ م خواهیم

عددی متوسط که باشد گونه ای به تاس این اگر است؟ چه قدر تاس وجه هر آمدنِ احتمالِ

است؟ چه قدر تاس وجه هر آمدنِ احتمالِ باشد، (4 یا 7
2

(مثلا B مقدارِ م آید آن با که

استفاده محاسبات نرم افزارهایِ از مرحله ای در دارید لازم احتمالا مسئله کامل حل برایِ

کنید.
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۳

تصادف فرآیندهایِ

ول گشت ۱ .۳

است. ول گشت مساله گسسته زمان و گسسته ان م سیستم ی برایِ مثال ها ساده ترین از ی

م دهیم. نمایش st با را t زمانِ در ول گرد انِ م و t متغیرِ با را زمان پله هایِ

st+1 = st +X (۱ .۳)

جابه جایی یِ باشیم. Xداشته برایِ توزیع م توانیم کل حالتِ در است. تصادف متغیرِ Xی که

راست به احتمالِ و X = ±1 م گیریم ی را قدم ها اندازه است. تصادف متغیرِ t جمع ول گرد

م گوییم. ساده ول گشتِ مساله این به است. q رفتن چپ و p رفتن،

ساده ول گشتِ ۱ .۳ ل ش
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۷۲
تصادف فرآیندهایِ ۳

ساده ول گشتِ ۱ .۱ .۳

معادله یِ م دهیم. نمایش Pt,s با را باشد s جای گاه در ول گرد t زمان یِ پله یِ در آن که احتمالِ

از است عبارت p = q = 1/2 متقارن حالتِ برایِ Pt,s تحولِ

Pt+1,s =
1

2
Pt,s−1 +

1

2
Pt,s+1. (۲ .۳)

روش از معادله این حل برایِ م گویند. هم مادر۱ معادله احتمال، تابع زمان یِ تحولِ معادله یِ به

مولدِ تابع تعریفِ با م کنیم. استفاده مولد تابع

Gt(z) :=
∞∑

s=−∞
Pt,sz

s (۳ .۳)

هستند، Gt(z) لورانِ بسط ضرایبِ Pt,s احتمال هایِ که

Pt,s =
1

2πi

∮
Gt(z)

zs+1
dz (۴ .۳)

به م رسیم مادر معادله یِ و

Gt+1(z) =
1

2

(
z + z−1

)
Gt(z). (۵ .۳)

آن جوابِ که

Gt(z) =

(
z + z−1

2

)t

G0(z). (۶ .۳)

اولیه شرط بوده مبدا در ابتدا در ذره کنیم فرض اگر م آید. دست به اولیه شرط G0(z)از است.

Pt,s

∣∣
t=0

= δs,0 (۷ .۳)

صورت این در است. G0(z) = 1 و

Gt(z) =

(
z + z−1

2

)t

(۸ .۳)

Master Equation۱
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ول گشت ۱ .۳
۷۳

=
1

(2z)t
(
1 + z2

)t (۹ .۳)

=
1

2t

t∑
k=0

t!

k!(t− k)!
z2k−t (۱۰ .۳)

=
1

2t

t∑
s=−t

t!

( t+s
2 )!( t−s

2 )!
zs, (۱۱ .۳)

این جا از که

Pt,s =


t!

(
t+ s

2
)!(
t− s

2
)!
·
(
1

2

)t

, t− s = even ≥ 0

0, otherwise

(۱۲ .۳)

اولیه شرط یعن بوده s0 انِ م در ابتدا در ذره کنید فرض .۱ .۱ .۳ مثال

Pt,s

∣∣
t=0

= δs,s0 (۱۳ .۳)

آورید. دست به را Pt,s احتمالِ است.

به را Pt,s احتمالِ است. s1 و s0 بین ی نواخت توزیع با ابتدا در ذره کنید فرض .۲ .۱ .۳ مثال

آورید. دست

مقید ول گشتِ ۲ .۱ .۳

یا دیوار مثل چیزهایی م توانند قیدها این داشت. خواهیم مقید ول گشتِ قیدهایی اعمالِ با

باشد. پیچیده تر حالت هایِ یا و جاذب دیوارِ یا کننده منعکس دیوارهایِ

کننده منعکس دیوارِ حضورِ در متقارن ول گشتِِ ۳ .۱ .۳

t زمانِ در ول گرد کردنِ پیدا احتمالِ م خواهیم است. مبدا در کننده منعکس دیوارِی کنید فرض

آوریم. دست به را م دهیم نشان P̃t,s با که مبدا در منعکس کننده دیواری حضورِ در s انِ م در و

دور دیوار از ی احتمالِ با م رسد دیوار به ذره وقت که است این منعکس کننده دیوارِ از منظور

آن جا از م رفت. چپ به 1/2 احتمالِ با و راست به 1/2 احتمالِ با ذره نبود دیوار اگر م شود.
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۷۴
تصادف فرآیندهایِ ۳

احتمالِ برابر دو دیوار، از برگشت احتمالِ یعن م گیرد صورت ی احتمالِ با دیوار از بازتاب که

با است دیوار از بازتاب ی شامل که مسیری هر این بر بنا است. ری دی نقطه یِ هر از برگشت

2n احتمالِ با دیوار از بازتاب n و برابر چهار احتمالِ با دیوار از بازتاب بار دو و برابر دو احتمالِ

تصویرِی s نهایی یِ انِ م با متناظر م کنیم فرض ضریب این گرفتن نظر در برایِ دارد. سهم برابر

تصویرِ قدم هر با متناظر دارند، دیوار با تقاطع نقطه که مسیرهای برایِ دارد. وجود −s در آن از

در دیواری حضورِ در s ̸= 0 انِ م در و t زمانِ در ول گرد کردنِ پیدا احتمالِ دارد. وجود قدم آن

مبدا

P̃t,s = Pt,s + Pt,−s, s ̸= 0 (۱۴ .۳)

Pt,−s از است. دیوار غیابِ در s انِ م در و t زمانِ در ول گرد کردنِ پیدا احتمالِ Pt,s که است

نقطه یِ تصویرِ که نقطه ای به دیوار غیابِ در ول گرد که است این ی داشت. م توان تعبیر دو

ول گرد که است این مثل واقع در احتمال این ر دی تعبیرِ برسد. −s ، یعن دیوار به نسبت نهایی

به ابتدایی نقطه یِ تصویرِ از تصویر ول گردِ رسیدنِ احتمالِ احتمال، این و باشد داشته تصویر ی

محورِ و ان م اُفق محورِ ببینید. را ۲ .۳ ل  ش برسد. دیوار غیابِ در البته واقع نهایی یِ نقطه یِ

دارد بازتاب ی که مسیری در است. قطری پرش ی مثل ول گرد قدم هر است. زمان عمودی

دارد. وجود اضافه مسیرِ سه داریم بازتاب دو وقت و دارد وجود اضافه مسیرِ ی دیوار غیابِ در

′ABCDEهستند. ABCو ′DE′, ABC ′DE اضافه مسیرِ ABCDEسه مسیرِ بر علاوه

خود م توانید سادگ به است. متفاوت کم جواب باشد، دیوار رویِ نهایی مقصدِ اگر اما

که کنید قانع را

P̃t,0 = Pt,0 (۱۵ .۳)

این بر بنا نم کرد. فرق نقطه آن در ول گرد یافتن احتمالِ نبود هم منعکس کننده دیوار اگر یعن

از است عبارت مساله کل یِ جوابِ

P̃t,s = Pt,s + Pt,−s(1− δs,0). (۱۶ .۳)
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ول گشت ۱ .۳
۷۵

ل هایِ ش و دیوار از انعکاس ی اول ستونِ ل هایِ ش . انعکاس دیوارِ ی حضورِ در ول گشتِ ل۳. ۲ ش
که همان طور دیوار غیابِ در که م دهد نشان اول سطرِ ل هایِ ش هستند. دیوار از انعکاس دو دوم ستونِ
تصویرِ که نقطه ای به که دارد وجود هم این احتمالِ برود، s نقطه یِ به ول گرد که دارد وجود این احتمالِ
دارد وجود این احتمالِ که همان طور دیوار غیابِ در که م دهد نشان دوم سطرِ ل هایِ ش برود. است آن
s نقطه یِ به ول گردی شروع نقطه یِ تصویرِ از که دارد وجود هم این احتمالِ برود، s نقطه یِ به ول گرد که

برود.
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۷۶
تصادف فرآیندهایِ ۳

معادله یِ است. مناسب مرزی یِ شرط با مادر معادله یِ از استفاده مساله این رِبررس یِ دی راه

مساله این برایِ مادر

P̃t+1,s =
1

2
P̃t,s−1 +

1

2
P̃t,s+1, s ̸= 0, 1 (۱۷ .۳)

P̃t+1,1 = P̃t,0 +
1

2
P̃t,2, (۱۸ .۳)

P̃t+1,0 =
1

2
P̃t,1, (۱۹ .۳)

مثل چیزی م تواند هم اولیه شرط هستند. مرزی شرط واقع در آخر معادله یِ دو که

P̃t,s

∣∣
t=0

= δs,k

حل در که روش از مساله این حل برایِ است. بوده k جای گاه در ابتدا در ول گرد یعن باشد،

م کنیم. استفاده متغیرها جداسازی یِ یعن م شود، استفاده پاره ای دیفرانسیل معادلاتِ

P̃t,s ∼ Ttψs (۲۰ .۳)

به م رسیم (۱۷ .۳) معادله یِ اولین در جواب این جاگذاری یِ با

Tt+1ψs =
1

2
Tt (ψs−1 + ψs+1) , (۲۱ .۳)

یا

Tt+1

Tt
=

(ψs−1 + ψs+1)

2ψs
. (۲۲ .۳)

نتیجه که م گیریم U را آن که است s از تابع آن راستِ سمتِ و t از تابع رابطه این چپِ سمتِ

م دهد

Tt+1 = U t+1T0, (۲۳ .۳)

و

Uψs =
1

2
(ψs−1 + ψs+1) , s ̸= 0, 1. (۲۴ .۳)
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ول گشت ۱ .۳
۷۷

راستِ سمتِ در ψ1 ،s = 2 جاگذاری یِ ازایِ به مثلا بالا معادله یِ در که باشید داشته توجه

ψs ∼ Zs نهاده یِ از (۲۴ .۳) حل برایِ نم شود. ظاهر هیچ وقت ψ0 ول م شود، ظاهر معادله

هستند (۲۴ .۳) معادله یِ در که توابع برایِ فقط جواب این  م کنیم. استفاده جواب عنوانِ به

به م رسیم نهاده این از استفاده با صورت این در نیست. ل ش این به ψ0 پس است.

U =
1

2
(Z + Z−1), (۲۵ .۳)

تبدیل (۱۷ .۳) آخرِ معادله یِ دو یعن مرزی  شرایط است. Z برای دو درجه یِ معادله ی که

به م شود

Uψ1 = ψ0 +
1

2
ψ2, (۲۶ .۳)

Uψ0 =
1

2
ψ1. (۲۷ .۳)

از است عبارت (۲۴ .۳) کل یِ جوابِ

ψs = C1Z
s + C2Z

−s, s ̸= 0. (۲۸ .۳)

به ψ0 و است هستند (۲۴ .۳) معادله یِ در که توابع برایِ فقط جواب این  گفتیم که همان طور

م شود نتیجه (۲۶ .۳) مرزی یِ شرایط در جواب این جا گذاری یِ با نیست. ل ش این

ψ0 =Uψ1 −
1

2
ψ2

=
1

2
(C1 + C2). (۲۹ .۳)

نتیجه (۲۷ .۳) مرزی یِ شرط در ψ1 = C1Z+C2Z
−1 و ψ0 جایِ به مقدار این جاگذاری یِ با

م شود

C1 = C2. (۳۰ .۳)

پس

ψs = C1(Z
s + Z−s), s ̸= 0 (۳۱ .۳)
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۷۸
تصادف فرآیندهایِ ۳

ψ0 = C1. (۳۲ .۳)

جوابها اگر مختلط. یا هستند حقیق یا جواب ها هستند. هم معکوس (۲۵ .۳) معادله یِ جوابِ دو

بزرگ تر باشند، 1 مخالفِ اگر معکوسش و حقیق عددِ هر جمع چون باشند، 1 مخالفِ و حقیق

زمان گذشتِ با Tt اینصورت در که است |U | > 1 که م شود نتیجه (۲۵ .۳) از است، 2 از

Z اگر ر دی طرفِ از نیست. قبول قابل Z برایِ 1 مخالفِ حقیق یِ جواب پس م شود. بزرگ

مثلا است، 1 مخالفِ اندازه اش این که یا است فاز یعن است، 1 اندازه اش یا باشد، مختلط

Z = reiθ, r ̸= 1. (۳۳ .۳)

برایِ ن مم جوابِ تنها پس م رود. بی نهایت سمتِ به بزرگ های یِ s ازایِ به (۳۱ .۳) جوابِ

به م رسیم (۳۱ .۳) در Z = eiθ ل ش به جوابی جای گذاری یِ با باشد. فاز که است این Z

ψs = 2C1 cos sθ, s ̸= 0 (۳۴ .۳)

ψ0 = C1, (۳۵ .۳)

هم راه به

U = cos θ. (۳۶ .۳)

از است عبارت مساله جوابِ این صورتِ در

P̃t,s =

∫ 2π

0
dθ A(θ) cos sθ cost θ, s ̸= 0, (۳۷ .۳)

P̃t,0 =
1

2

∫ 2π

0
dθ A(θ) cost θ. (۳۸ .۳)

اولیه یِ شرط با مثلا آوریم. دست به را A(θ) م توانیم اولیه شرط از استفاده با

P̃t,s

∣∣
t=0

= δs,k (۳۹ .۳)

به م رسیم

δs,k =

∫ 2π

0
dθ A(θ) cos sθ, s ̸= 0 (۴۰ .۳)
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ول گشت ۱ .۳
۷۹

م دهد نتیجه که

A(θ) =
1

π
cos kθ. (۴۱ .۳)

پس

P̃t,s =
1

π

∫ 2π

0
dθ cos kθ cos sθ cost θ, s ̸= 0, (۴۲ .۳)

P̃t,0 =
1

2π

∫ 2π

0
dθ cos kθ cost θ. (۴۳ .۳)

متغیرِ تغییرِ همان با است. مختلط توابع ابزارِ از استفاده انتگرال ها این محاسبه یِ برایِ راه ی

به م شود تبدیل (۴۲ .۳) اولِ رابطه یِ ،dθ = −i Z−1dZ نتیجه در و Z = eiθ

P̃t,s =

∮
dZ

4πiZ

(
Zk−s + Z−k+s + Zk+s + Z−k−s

)
(
Z + Z−1

2
)t,

=

∮
dZ

4πiZ

t∑
m=0

(
1

2
)t
(
t

m

)
(Z2m−t+k−s + Z2m−t−k+s

+ Z2m−t+k+s + Z2m−t−k−s)

=(
1

2
)t
[(

t
t−s+k

2

)
+

(
t

t+s+k
2

)]
=Pt,s + Pt,−s (۴۴ .۳)

از اخیر محاسبه یِ در بودیم. آورده دست به ر دی روش با (۱۴ .۳) در که است جوابی همان ∮این
dZ

2πi
Zℓ−1 = δℓ,0 (۴۵ .۳)

به م شود تبدیل (۴۲ .۳) دوم رابطه یِ Z = eiθ متغیرِ تغییرِ با کرده ایم. استفاده

P̃t,0 =

∮
dZ

4πiZ

(
Zk + Z−k

)
(
Z + Z−1

2
)t,

=

∮
dZ

4πiZ

t∑
m=0

(
1

2
)t
(
t

m

)(
Z2m−t+k + Z2m−t−k

)
=(

1

2
)t
(

t
t+k
2

)
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۸۰
تصادف فرآیندهایِ ۳

=Pt,0 (۴۶ .۳)

آن در ول گرد یافتن احتمالِ در منعکس کننده دیوار باشد، دیوار رویِ نهایی مقصدِ اگر این بر بنا

ندارد. تاثیری نقطه

جاذب کاملا دیوارِ حضورِ در متقارن ول گشتِِ ۴ .۱ .۳

این در کردیم. بررس را ول گرد ی حرکتِ رویِ منعکس کننده کاملا دیوارِ اثرِ قبل بخش در

این از ترکیبی م توانیم کل حالت در . است مبدا در جاذب کاملا دیوارِی م کنیم فرض بخش

متفاوت برهم کنش هایِ واقع در کرد، مطالعه روش ها این با هم را پیچیده تر حالت هایِ و حالت ها

در ول گرد کردنِ پیدا احتمالِ م خواهیم این جا در کرد. بررس م توان مرزی شرایط تغییرِ با را

آوریم. دست به را م دهیم نشان P̃t,s با که مبدا در جاذب دیواری حضورِ در s انِ م در و t زمانِ

م چسبد. دیوار به ی احتمالِ با م رسد دیوار به ذره وقت که است این جاذب دیوارِ از منظور

انِ م با متناظر م رفت. چپ به 1/2 احتمالِ با و راست به 1/2 احتمالِ با ذره نبود دیوار اگر

متناظر ، دارند دیوار با تقاطع نقطه که مسیرهای برایِ دارد. وجود −s در آن تصویرِ s نهایی یِ

م گیرد صورت ی احتمالِ با دیوار چسبیدنِ که آن جا از دارد. وجود قدم آن تصویرِ قدم هر با

در s انِ م در و t زمانِ در ول گرد کردنِ پیدا احتمالِ است. مسیر این حذفِ دیوار وجود اثرِ یعن

مبدا در دیواری حضورِ

P̃t,s = Pt,s − Pt,−s (۴۷ .۳)

۳ .۳ ل  ش است. دیوار غیابِ در s انِ م در و t زمانِ در ول گرد کردنِ پیدا احتمالِ Pt,s که است

ببینید. را

معادله یِ است. مناسب مرزی یِ شرط با مادر معادله یِ از استفاده مساله این رِبررس یِ دی راه

مساله این برایِ مادر

P̃t+1,s =
1

2
P̃t,s−1 +

1

2
P̃t,s+1, s ̸= 0, 1 (۴۸ .۳)

P̃t+1,1 =
1

2
P̃t,2, (۴۹ .۳)
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ول گشت ۱ .۳
۸۱

دیوار به چسبیدنِ م رسد، دیوار به ول گرد وقت چون جاذب. دیوارِ ی حضورِ در ول گشتِ ۳ .۳ ل ش
و یریم ب نظر در را دیوار غیابِ در ول گرد مسیرهایِ همه یِ است کاف م گیرد صورت ی احتمالِ با

کنیم. حذف م گذرد مبدا از مسیر که آن هایی

P̃t+1,0 = P̃t,0 +
1

2
P̃t,1, (۵۰ .۳)

حالت این در مرزی شرایط م بینید که همان طور هستند. مرزی شرط واقع در آخر معادله یِ دو که

مساله این حل برایِ م گیریم. P̃t,s

∣∣
t=0

= δs,k را اولیه شرط متفاوتند. منعکس کننده دیوارِ با

م کنیم. استفاده متغیرها جداسازی یِ روش از هم

P̃t,s ∼ Ttψs (۵۱ .۳)

به م رسیم قبل حالتِ شبیه

Tt+1 = U t+1T0, (۵۲ .۳)

و

Uψs =
1

2
(ψs−1 + ψs+1) , (۵۳ .۳)

به م شوند تبدیل مرزی  شرایط

Uψ1 =
1

2
ψ2, (۵۴ .۳)

Uψ0 = ψ0 +
1

2
ψ1. (۵۵ .۳)
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۸۲
تصادف فرآیندهایِ ۳

به م رسیم جواب عنوانِ به ψs ∼ Zs نهاده یِ از استفاده با

U =
1

2
(Z + Z−1), (۵۶ .۳)

است. فاز Z برایِ ن مم جوابِ مجدداً پس است. قبل حالتِ مشابه که

از است عبارت (۵۳ .۳) کل یِ جوابِ

ψs = C1Z
s + C2Z

−s, s ̸= 0. (۵۷ .۳)

م شود نتیجه (۵۴ .۳) مرزی یِ شرایط در جواب این جا گذاری یِ با

C2 = −C1, (۵۸ .۳)

ψ0 = C1
Z1/2 + Z−1/2

Z1/2 − Z−1/2
(۵۹ .۳)

داریم خلاصه طور به پس

ψs = C1(Z
s − Z−s), s ̸= 0 (۶۰ .۳)

ψ0 = C1
Z1/2 + Z−1/2

Z1/2 − Z−1/2
, (۶۱ .۳)

Z = eiθ جای گذاری یِ با یا

ψs = 2iC1 sin sθ, s ̸= 0 (۶۲ .۳)

ψ0 = −iC1 cot
θ

2
, (۶۳ .۳)

هم راه به

U = cos θ. (۶۴ .۳)

از است عبارت مساله جوابِ این صورتِ در

P̃t,s =

∫ 2π

0
dθ A(θ) sin sθ cost θ, s ̸= 0, (۶۵ .۳)

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



ول گشت ۱ .۳
۸۳

P̃t,0 = −1

2

∫ 2π

0
dθ A(θ) cot

θ

2
cost θ. (۶۶ .۳)

اولیه یِ شرط با مثلا آوریم. دست به را A(θ) م توانیم اولیه شرط از استفاده با

P̃t,s

∣∣
t=0

= δs,k (۶۷ .۳)

به م رسیم

δs,k =

∫ 2π

0
dθ A(θ) sin sθ, s ̸= 0 (۶۸ .۳)

م دهد نتیجه که

A(θ) =
1

π
sin kθ. (۶۹ .۳)

پس

P̃t,s =
1

π

∫ 2π

0
dθ sin kθ cos sθ cost θ, s ̸= 0, (۷۰ .۳)

P̃t,0 =
1

2π

∫ 2π

0
dθ cot

θ

2
sin kθ cost θ. (۷۱ .۳)

جاذب دیوارِ دو با ول گشت ۵ .۱ .۳

م گیریم. نظر در s = 3 و s = 0 در جاذب دیوارِ دو کنیم. شروع ساده مثالِ ی با را مساله

چپ سمتِ دیوارِ یعن مبدا در که حالت ابتدا م کند. شروع s = 1 از ول گرد ببینید. را ل ش

در که دیواری در و برود عقب به قدم ی ابتدا همان در است ن مم کنیم. بررس را بیفتد گیر

بالاخره این که احتمالِ بیفتد. گیر مبدا در قدم سه در که هست هم ن مم بیفتد. گیر است مبدا

ان هاست ام این همه یِ جمع PL بیفتد گیر چپ سمتِ دیوارِ یعن مبدا در

PL =
1

2
+

1

8
+

1

32
+

1

128
+ · · ·

=
1

2

(
1 +

1

4
+

1

16
+

1

32
+ · · ·

)
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۸۴
تصادف فرآیندهایِ ۳

جاذب. دیوارِ دو حضورِ در ول گشتِ ۴ .۳ ل ش

=
1

2

(
1

1− 1/4

)
=

2

3
. (۷۲ .۳)

با است برابر ،s = 3 در PR راست، سمتِ دیوارِ در افتادن گیر احتمالِ مشابه، استدلال با

این که یعن است، ۱ دیوارها به شدن جذب احتمالِ جمع پیداست که همان طور .PR = 1
3

دیوارها از ی به نهایتا و دهد ادامه خودش زندگ یِ به جاذب دیوارِ دو بین نم تواند ول گرد

حرکتش به دیوارها به شدن جذب بدون م تواند ول گرد که زمان میان گین ببینیم حالا م چسبد.

م آید دست به زیر رابطه یِ از زمان این است. چه قدر م دهیم نمایش Ts با را آن که دهد، ادامه

Ts =1× 1

2
+ 2× (

1

2
)2 + 3× (

1

2
)3 + · · · (۷۳ .۳)

=
∑
n=1

n(
1

2
)n = 2. (۷۴ .۳)

از محاسبه این ∑در
n=0

xn =
1

1− x
(۷۵ .۳)

∑
n=0

nxn =x
d

dx
(

1

1− x
) =

x

(1− x)2
(۷۶ .۳)
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ول گشت ۱ .۳
۸۵

کرده ایم. استفاده

شده دیوارها از ی جذبِ ذره بالاخره مدت از پس دادیم، نشان که همان طور .۳ .۱ .۳ مثال

به که آنسامبل از بخش میان گین زمانِ و ساخته ایم دستگاه این از آنسامیل کنید فرض است.

م دهیم. نشان TR با را راست سمتِ دیوارِ به مربوط زمانِ و TL با را شده جذب چپ سمتِ دیوارِ

آورید. دست به را زمان ها این

در دیوارها از ی است. جاذب دیوارِ دو فاصله یِ کردنِ زیاد مدل این ساده یِ تعمیم ی

قدم در م کند. شروع nاُم جای گاه از ول گرد کنیم فرض و یریم Nب جای گاه در را ری دی و مبدا

nاُم جای گاه از آن که احتمالِ این صورت در م رود. n + 1 جای گاه یا و n − 1 جای گاه به اول

تفاضل معادله یِ در Rn شود، راست سمتِ دیوارِ جذبِ و کند شروع

Rn =
1

2
Rn−1 +

1

2
Rn+1 (۷۷ .۳)

قرارِ به راست سمتِ دیوارِ به شدن جذب احتمال ِ کند شروع دیوارها خودِ از اگر م کند. صدق

است زیر

RN = 1, R0 = 0. (۷۸ .۳)

حل برایِ یریم. ب (۷۷ .۳) تفاضل یِ معادله یِ برایِ مرزی شرط عنوانِ به م توانیم را دو این

م دهد نتیجه جاگذاری با که م کنیم استفاده Rn ∼ CZn نهاده یِ از (۷۷ .۳)

Z + Z−1 = 2. (۷۹ .۳)

از است عبارت (۷۷ .۳) کل یِ جوابِ پس است. Z = 1 دو درجه یِ معادله یِ این جوابِ دو هر

Rn = (C1 + nC2)Z
n = C1 + nC2. (۸۰ .۳)

م شود نتیجه مرزی شرایط از استفاده با است.

C1 = 0, C2 =
1

N
, (۸۱ .۳)
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۸۶
تصادف فرآیندهایِ ۳

پس

Rn =
n

N
. (۸۲ .۳)

چپ دیوارِ در جذب شدن احتمالِ مشابه استدلال با

Ln =
N − n

N
. (۸۳ .۳)

،N اندازه یِ از مستقل نیز حالت این در

Rn + Ln = 1. (۸۴ .۳)

صفر هم بزرگ Nهایِ برایِ حت نیفتادن گیر احتمالِ و ۱ دیوارها به جذب احتمالِ بنابراین

دیوارها از ی جذب تا م کشد طول مدت چه بپردازیم: ری دی سوالِ به م توانیم حالا است. 

زمانِ میان گین دارد. فرصت م دهد) رخ حتماً (که دیوارها به جذب از قبل زمان مدت چه یا شود

T0 = TN = 0 صورت این در یریم. ب Tn را کند شروع n جای گاه از اگر ول گرد نیفتادنِ گیر

داریم توجه .n+1 جای گاه یا است n جای گاه در یا ول گرد زمان واحدِ ی گذشتن از بعد است.

پس است. 1/2 هم جای گاه هر به رفتن احتمالِ و شده سپری فرآیند این برایِ زمان واحد ی که

Tn = 1 +
1

2
Tn−1 +

1

2
Tn+1. (۸۵ .۳)

است لازم آن برایِ و دارد عموم جوابی که است، غیرهم گن تفاضل یِ معادله یِ بالا معادله یِ

آن عموم يِ جوابِ کنیم. پیدا خصوص جوابِ ی که

T g
n = α+ βn. (۸۶ .۳)

معادله این جوابِ که است، y′′ = −2 مثل دو مرتبه یِ دیفرانسیل معادله یِ شبیه معادله این

T p
n = −γn2 م زنیم (۸۵ .۳) معادله یِ خصوص یِ جوابِ برایِ که حدس است. y = −x2

پس e.م آید دست به γ = 1 معادله در جاگذاری با که است

Tn = α+ βn− n2 (۸۷ .۳)
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ول گشت ۱ .۳
۸۷

م آیند دست به β = N و α = 0 ثابت هایِ T0 = TN = 0 مرزی یِ شرایط از استفاده با

Tn = n(N − n). (۸۸ .۳)

چند هر یعن م رود، بی نهایت سمتِ به دیوارها به نشدن جذب میان گین Nزمانِ → ∞ حدِّ در

م رود. بی نهایت به میان گین طور به زمان این شد، خواهد دیوارها جذبِ بالاخره حتماً

با قمارباز است. شرط  بندی مساله یِ جاذب، دیوارِ دو حضورِ در ول گشت مساله یِ از مثال

م بازد. اندازه همین یا م برد پول واحد ی یا شرط بندی هر در م کند. شروع پول واحد n

این صورت در برم گردد. خانه به شد تمام پولش همه یِ این که یا رسید واحد N به پولش هرگاه

اگر مثلا است، N−n
N ببازد را پولش همه یِ آن که احتمالِ و n

N برگردد خانه به برنده این که احتمالِ

احتمالِ هیچ، یا برگردد پول واحد ۲۰۰ با یا که باشد این قرارش و کند شروع پول واحدِ ۱۰۰ با

درصد ۹۱ یعن 1000
1100

احتمالِ با کند شروع پول واحدِ ۱۰۰۰ با اگر است. درصد ۵۰ شدن برنده

داشته توجه اما برم گردد. برنده همیشه تقریباً بزرگ Nهایِ حدِّ در برم گردد. خانه به برنده

واقع تر مساله یِ در است. متقارن ول گشتِ با قمار مشابه سازی یِ فرض با نتایج این که باشیم

مثلا است. نامتقارن ول گشتِ شبیه بیش تر مساله طوری که به برم دارد خودش برایِ سهم کازینو

،q شرط بندی، هر در بازنده شدن احتمالِ و درصد ۴۸ ،p شرط بندی، هر در برنده شدن احتمالِ

بیایید حالا است. منصفانه نسبتاً هنوز بازی این م رسد نظر به اول وهله یِ در است. درصد ۵۲

سمتِ دیوارِ جذبِ نهایتاً و کند شروع n جای گاه از اگر این که احتمالِ کنیم. بررس را مطلب این

شود) N پولش نهایتاً و کند شروع پول واحد n با شرط بندی زبانِ به (یا شود راست

Rn = qRn−1 + pRn+1 (۸۹ .۳)

از عبارتند هم مرزی شرایط

R0 = 0, RN = 1. (۹۰ .۳)

م دهد نتیجه جاگذاری با که م کنیم استفاده Rn ∼ CZn نهاده یِ از (۸۹ .۳) حل برایِ

pZ + qZ−1 = 1. (۹۱ .۳)
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۸۸
تصادف فرآیندهایِ ۳

است عبارت (۸۹ .۳) کل یِ جوابِ و هستند Z = 1, q/p دو درجه یِ معادله یِ این جوابِ هایِ

از

Rn = C1 + C2(q/p)
n, (۹۲ .۳)

به م رسیم مرزی شرایط از استفاده با که

C1 + C2 = 0, (۹۳ .۳)

C1 + C2(
q

p
)N = 1. (۹۴ .۳)

به م رسیم این ها کردنِ جور و جمع با

Rn =

(
q

p
)n − 1

(
q

p
)N − 1

(۹۵ .۳)

باشد این قرارش و کند شروع پول واحدِ ۱۰۰ با اگر مثلا p = 0.48, q = 0.52 فرض با حالا

۱۰۰۰ با اگر است. 1
37649.6 تقریباً شدن برنده احتمالِ هیچ، یا برگردد پول واحد ۲۰۰ با یا که

هر با بزرگ Nهایِ حدِّ در و است 1
37648.6 همان تقریباً برنده شدن احتمالِ کند شروع پول واحدِ

این از مستقل و نامتقارن حالتِ برایِ واقع در برم گردد. بازنده همیشه تقریباً کند شروع پول

م رسیم زیر نتیجه به باشد، (q
p
)n ≫ 1 که صورت در فقط کند، شروع پول چه قدر با که

Rn ≈ (
q

p
)n−N . (۹۶ .۳)

واحد n با او اگر ببینیم برم گردد. خانه به بی پول ۱ با برابرِ تقریباً احتمال با قمارباز که دیدیم

است. کرده قمار صرفِ را چه مدت کند، شروع پول

Tn = 1 + qTn−1 + pTn+1, (۹۷ .۳)

T0 = TN = 0. (۹۸ .۳)

معادله این عموم یِ جوابِ

T g
n = α+ β(

q

p
)n−N . (۹۹ .۳)
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عبور زمانِ اولین ۲ .۳
۸۹

معادله در جاگذاری با که م گیریم T = γn صورتِ به را خصوص جوابِ است.

T p
n =

n

q − p
, (۱۰۰ .۳)

از است عبارت کل جوابِ این بر بنا م شود.

Tn =
n

q − p
+ α+ β(

q

p
)n−N . (۱۰۱ .۳)

نهایت در و م آیند دست به β و α ثابت هایِ T0 = TN = 0 مرزی یِ شرایط از استفاده با

به م رسیم

Tn =
n

q − p
− N

q − p
·
( qp)

n − 1

( qp)
N − 1

. (۱۰۲ .۳)

م رسیم زیر نتیجه به (q
p
)n ≫ 1 حدِّ در

Tn ≈ n

q − p
. (۱۰۳ .۳)

عبور زمانِ اولین ۲ .۳

وقت زمان این است. ۲ عبور۱، زمانِ اولین تصادف فرآیندهایِ در علاقه موردِ کمیت هایِ از ی

مختلف مثال هایِ م کند. اختیار را معین مقدارِ ی بار اولین برایِ تصادف متغیرِ ی که است

ول گشت. پدیده یِ در یا ساده ماشین ی در مثلا یریم. ب نظر در م توانیم

ول گشت ۱ .۲ .۳

م خواهیم است. برابر رفتن چپ به احتمالِ و رفتن راست به احتمالِ متقارن ساده یِ ول گشتِ در

مثلا مشخص نقطه یِ ی به بالاخره است، مبدا در ابتدا در که ول گردی که آن احتمالِ ببینیم

هم ن مم گیرد. صورت اول گام همان در کار این است ن مم است؟ چه قدر برسد، ۱ جای گاه

کند، شروع مبدا از را خود حرکتِ ول گرد اگر برسد. نقطه این به بعدی گام هایِ در که هست

first hitting time۲ first passing time۱
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مثلا مشخص نقطه یِ ی به بالاخره بوده، مبدا در ابتدا در که ساده ول گردی که آن احتمالِ ۵ .۳ ل ش
است؟ چه قدر برسد، ۱ جای گاه

برود. −1 نقطه یِ به است ن مم هم احتمال همان با ول م رود. 1 نقطه ی به 1/2 احتمالِ با

ی یعن گام، سه در آن که یا برود 1 نقطه ی به گام ی در مثلا است: ن مم مختلف حالت های

به مختلف گام هایِ تعداد با م تواند ترتیب همین به و برود، آن به جلو به گام دو و عقب به گام

است، 1 نقطه یِ در Aکه نقطه یِ به سرانجام که آن احتمالِ . ببینید را ۵ .۳ ل ش . برود 1 نقطه ی

از است عبارت ،f1 برسد،

f1 =
1

2
+

1

8
+

2

32
+

5

128
+ · · · (۱۰۴ .۳)

نکته چند اما است. سخت سری این محاسبه یِ و م شود پیچیده تر مساله بعد زمان یِ پله هایِ در

که آن احتمالِ مساله، در راست و چپ تقارنِ به توجه با دریافت. م توان نیز محاسبه بدون را

تقارنِ به توجه با و است f1 همان ،f−1 برسد، است، −1 نقطه یِ در که B نقطه یِ به سرانجام

کند، شروع کجا از آن که از مستقل مساله، در راست و چپ تقارنِ از استفاده با و مساله انتقال یِ

است. f1 مقدارِ همان برود عقب) به (یا جلو به قدم ی سرانجام آن که احتمالِ

جهت ی در قدم n سرانجام که آن احتمالِ کنیم استفاده فرآیند مارکف بودنِ از اگر حالا

باشد شده جابه جا

fn = fn1 (۱۰۵ .۳)
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۹۱

این برایِ میان بر راه ی آوردیم دست به f1 برایِ که سری ای جوابِ محاسبه یِ جایِ به است.

پیداست هم ل ش از کنیم. استفاده f1 محاسبه یِ برایِ روش این از ذارید ب دارد. وجود مساله

که

f1 =
1

2
+

1

2
f2

=
1

2
+

1

2
f21 . (۱۰۶ .۳)

هیچ متقارن ول گشتِ برایِ این بر بنا .fn = fn1 = 1 یا f1 = 1 م شود نتیجه این جا از

زمان گذشتِ با ول گرد و باشد 1 از غیر آن به ول گرد رسیدنِ احتمالِ که نیست ه شب از نقطه ای

رسید. خواهد ه شب رویِ نقطه ای هر به سرانجام

fn برایِ تفاضل معادله ای از استفاده با را نامتقارن ول گشتِ یعن کل تر حالتِ بیایید حالا

آن که از مستقل یعن دارد، انتقال تقارنِ مساله باشد نداشته وجود مرزی اگر اولا کنیم. بررس

خاطرِ به است. f1 مقدارِ همان برود جلو به قدم ی سرانجام آن که احتمالِ کند، شروع کجا از

ر دی یعن م شود، سته ش راست و چپ تقارنِ رفتن، راست و چپ به احتمال بودنِ نامتقارن

نیست. برابر f−n با fn
را f1 احتمالِ باید صورت این در و م رود جلو p احتمالِ با ول گرد یا f2 محاسبه یِ در

محاسبه را f3 احتمالِ باید صورت این در و م رود عقب q احتمالِ با آن که یا و کنیم محاسبه

از است عبارت fn بر حاکم معادله یِ که م بینیم ترتیب همین به کنیم.

fn = pfn−1 + qfn+1, n ≥ 0, (۱۰۷ .۳)

عنوانِ به را fn ∼ CZn حدس تفاضل معادله یِ این حل برایِ کرده ایم. انتخاب را f0 = 1 که

م شود نتیجه (۱۰۷ .۳) در حدس این جای گذاری يِ با م گیریم. جواب

pZ−1 + qZ = 1 ⇒ Z = 1, p/q. (۱۰۸ .۳)

پس است. جواب دو خط یِ ترکیبِ آن کل یِ جوابِ و است دو مرتبه یِ از بازگشت معادله یِ این

fn = C1Z
n
1 + C2Z

n
2 = C1 + C2(

p

q
)n, (۱۰۹ .۳)
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و C1 ثابتِ دو از که م دهد نتیجه fn = fn1 بودن مارکف شرط هستند. ثابت C2 و C1 که

به و است f1 = 1 جواب p ≥ q برایِ که است واضح است. ی ری دی و صفر ی C2

یعن ر دی جوابِ که م دهیم نشان باشد p < q که صورت در .fn = fn1 = 1 ترتیب همین

fn = (
p

q
)n (۱۱۰ .۳)

پس است. قبول قابل

fn =

1, p ≥ q

(
p

q
)n, p < q

(۱۱۱ .۳)

برایِ ن مم راه هایِ همه یِ سهم باید ، کنیم محاسبه مستقیم p < q برایِ را fn م خواستیم اگر

ن مم راه هایِ همه یِ محاسبه یِ م گرفتیم. نظر در را s = n نقطه یِ به مبدا از رسیدن اولین بار

که است مواردی سهم کردن کم ل مش نیست. سخت s = n نقطه یِ به مبدا از رسیدن برایِ

شبیه بود چیزی fn صورت این در رسیده اند. نقطه این به بار ی از بیش

fn =
∑
m

Am,n
(2m+ n)!

(m+ n)!m!
pm+nqm (۱۱۲ .۳)

به سرجمع قاعدتاً است. جلو به رو قدمهایِ تعدادِ m + n و عقب به رو قدمهایِ تعدادِ m که

به ی بار فقط که م گیریم نظر در را حالت هایی تنها ما است. رفته جلو به رو قدم n اندازه یِ

مساله ول است. پیچیده کم Am,n محاسبه یِ علت همین به باشد. شده وارد s = n اه جای

مساله آن در عقب رفتن و جلو احتمالِ که یرید ب نظر در را ری دی ول گشتِ دارد. ساده تری راه

در عقب رفتن احتمالِ و p′ = q مساله آن در رفتن جلو احتمالِ یعن باشد، ما مساله یِ برعکس

صورت این در باشد. q′ = p مساله آن

f ′n =
∑
m

Am,n
(2m+ n)!

(m+ n)!m!
qm+npm. (۱۱۳ .۳)

پس

fn
pn

=
f ′n
qn
. (۱۱۴ .۳)
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پس است. f ′n = 1 که م دانیم اما

fn = (
p

q
)n. (۱۱۵ .۳)

باشد، عقب رفتن احتمالِ مساوی یِ یا بزرگ تر جلورفتن احتمالِ اگر ول گشت در خلاصه طورِ به

دورتر هرچه سر پشتِ نقاط ول دید، خواهد قطعاً را مسیرش جلویِ نقاط تمام سرانجام ول گرد

است. کم تر دیده شدنشان احتمالِ باشند،

توجه آوریم. دست به هم را م دهیم نمایش τn با را آن که را nاُم جای گاه به رسیدنِ زمانِ

چون و باشد کرده عبور ۱ جای گاه از حتماً باید برسد ۲ جای گاه به سرانجام آن که برایِ که داریم

واحدی ی محل تغییرِ دو مثل واحد دو اندازه یِ به محل تغییر زمانِ دارد، انتقال تقارنِ مساله

پس است.

τ2 = 2τ1 (۱۱۶ .۳)

صورت این در

τ1 = 1 + p× 0 + qτ2 = 1 + 2qτ1 ⇒ τ1 =
1

1− 2q
=

1

p− q
(۱۱۷ .۳)

یعن ندارد، وجود τ1 برای جوابی p < q که وقت برایِ و τ1 = ∞ متقارن ول گشتِ حالتِ در

مقداری τ1 باشد، p > q اگر اما نم رسد. ۱ جای گاه به میان گین طورِ به محدود زمانِ در ول گرد

خلاصه طورِ به صورت این دارد.در محدود

τn =


n

p− q
, p > q

∞, p ≤ q.
(۱۱۸ .۳)

کرد. صحبت هم بازگشت میان گین زمانِ همین طور و مجدد بازگشتِ احتمالِ از م توان

آن ماتریس یِ نمایش و مادر معادله یِ ۳ .۳
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مارکوف فرآیندِ ۱ .۳ .۳

را مختلف آرایش۱ یا ربندی پی حالت، تعدادی م تواند که یرید ب نظر در را تصادف  سیستم ی

معادله ای است. P (C, t) باشد C ربندی یِ پی در t زمانِ در سیستم این که احتمالِ کند. انتخاب

ربندی یِ پی به سیستم گذارِ احتمالِ است. مادر معادله یِ م دهد، را احتمال این زمان یِ تحولِ که

از است عبارت باشد، C ربندی یِ پی در t زمانِ در که شرط به است، t′ زمانِ در C ′

PC→C′(t′, t) = P (C ′, t′|C, t) (۱۱۹ .۳)

آرایش عل الاصول باشد. گذشته مختلف آرایش هایِ از م تواند سیستم نهایی  حالتِ به گذار در

م تواند گذار احتمالِ و است، وابسته گذشته زمان هایِ در آن ربندی یِ پی به زمان هر در سیستم

داشته بستگ رسیده، کنون اش آرایش به چه طور این که و کرده، ط زمان در سیستم که مسیری به

زمان گسسته تحولِ ی برایِ و نباشد وابسته آن پیشینه یِ همه یِ به سیستم تحولِ اگر اما باشد.

تحول م گوییم باشد، وابسته tN−1 قبل زمان یِ پله یِ در آرایش به فقط tN زمانِ در آن آرایش

داریم مارکوف فرایندِ برایِ یریم، ب Ci را ti زمانِ در سیستم آرایش اگر است. ۲ مارکوف

P (CN , tN |CN−1, tN−1;CN−2, tN−2, ; · · · ;C0, t0) = P (CN , tN |CN−1, tN−1),

در tN زمانِ در سیستم این که احتمالِ این صورت در است. t0 < t1 < · · · < tN که

باشد CN ربندی یِ پی

P (CN , tN ) =
∑
CN−1

P (CN , tN |CN−1, tN−1)P (CN−1, tN−1)

=
∑

CN−1,CN−2

P (CN , tN |CN−1, tN−1)P (CN−1, tN−1|CN−2, tN−2)P (CN−2, tN−2)

=
∑

CN−1,··· ,C0

P (CN , tN |CN−1, tN−1) · · ·P (C1, t1|C0, t0)P (C0, t0). (۱۲۰ .۳)

زمان گسسته سیستم هایِ مادر⁃ معادله یِ ماتریس یِ نمایش ۲ .۳ .۳

N سیستم کنید فرض مثلا م کنیم. شماره گذاری و مرتب را سیستم مختلفِ ربندی هایِ پی تمام

Markov Process۲ Ⅽonfiguration۱
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آن پایه هایِ که م کنیم تعریف بعدی N برداری یِ فضایِ ی دارد. متمایز حالتِ

{|eα⟩}, α = 1, 2, · · · , N (۱۲۱ .۳)

αاُم پایه یِ مثلا است. سیستم ن مم ربندی هایِ پی از ی با متناظر پایه ها از هرکدام که هستند

اگر م دهیم. نشان αاُم مولفه یِ جز به هستند صفر مولفه هایش همه یِ که ستون ماتریس با را

بردارِ دهیم، نمایش Pα(tk) با را kاُم زمان یِ پله یِ در α ربندی یِ پی در سیستم حضورِ احتمالِ

Pα(tk) مولفه هایِ با است برداری kاُم زمان یِ پله یِ در سیستم حالتِ

|P (tk)⟩ =
∑
α

Pα(tk)|eα⟩. (۱۲۲ .۳)

این که به توجه با

∑
α

Pα(tk) = 1, 0 ≤ Pα(tk) ≤ 1, (۱۲۳ .۳)

حالت بردارِ ی معرف م تواند باشند، نامنف آن ها همه گ یِ و ی مولفه هایش جمع که بردار هر

دوگان فضایِ ی م توانیم م گوییم. فیزی بردارِ خواص این با برداری به باشد. سیستم برایِ

طوری که به کنیم، تعریف هم ،{⟨eα|} پایه هایِ با

⟨eα|eβ⟩ = δαβ . (۱۲۴ .۳)

بردارِ تعریفِ با

⟨s| :=
∑
α

⟨eα|, (۱۲۵ .۳)

نوشت م توان هم زیر صورتِ به را ۱۲۳ .۳ و ۱۲۲ .۳ روابط

⟨eα|P (tk)⟩ =Pα(tk), (۱۲۶ .۳)

⟨s|P (tk)⟩ =1. (۱۲۷ .۳)
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برداری فضایِ کند. اختیار مختلف حالتِ سه م تواند که یرید ب نظر در سیستم .۱ .۳ .۳ مثال

از هستند عبارت پایه ها و سه بعدی

|e1⟩ =

1
0
0

 , |e2⟩ =

0
1
0

 , |e3⟩ =

0
0
1

 . (۱۲۸ .۳)

از است عبارت t زمانِ در سیستم حالتِ بردارِ

|P (tk)⟩ =

P 1(tk)
P 2(tk)
P 3(tk)

 , (۱۲۹ .۳)

مثال این در است. kاُم زمان یِ پله یِ در αاُم ربندی یِ پی در سیستم حضورِ احتمالِ Pα(tk) که

⟨s| =
(
1 1 1

)
. (۱۳۰ .۳)

tk−1 زمان یِ پله یِ در α حالتِ از سیستم گذارِ احتمالِ ،P (β, tk|α, tk−1) شرط یِ احتمالِ

زمان پله یِ ی برایِ این صورت در برود. tk زمان یِ پله یِ در β حالتِ به

P β(tk) =
∑
α

P (β, tk|α, tk−1)P
α(tk−1). (۱۳۱ .۳)

م شود تعریف زیر رابطه یِ با U تصادف یِ تحولِ ماتریس

⟨eβ|U(tk, tk−1)|eα⟩ := P (β, tk|α, tk−1), tk ≥ tk−1. (۱۳۲ .۳)

بنویسیم هم زیر ل ش به م توانیم را ۱۳۱ .۳ معادله یِ ،۱۳۲ .۳ و ۱۲۶ .۳ از استفاده با

⟨eβ|P (tk)⟩ =
∑
α

⟨eβ|U(tk, tk−1)|eα⟩⟨eα|P (tk−1)⟩, (۱۳۳ .۳)

یا

|P (tk)⟩ = U(tk, tk−1)|P (tk−1)⟩. (۱۳۴ .۳)

گرفت. م توان نتیجه چند این جا از
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است. واحد ماتریس 1 که .U(tk, tk) = 1 ●

نوشت م توان طریق دو به را |P (tk+1)⟩ ،tk ≥ tk−1 ≥ tk−2 برایِ ●

|P (tk)⟩ =U(tk, tk−1)|P (tk−1)⟩ = U(tk, tk−1)U(tk−1, tk−2)|P (tk−2)⟩.

=U(tk, tk−2)|P (tk−2)⟩.
(۱۳۵ .۳)

پس

U(tk, tk−2) = U(tk, tk−1)U(tk−1, tk−2). (۱۳۶ .۳)

م شود نتیجه کنیم، استفاده ۱۲۷ .۳ از و کنیم ضرب ⟨s| در را ۱۳۴ .۳ رابطه یِ طرفِ دو اگر

⟨s|U(tk, tk−1)|P (tk−1)⟩ = 1. (۱۳۷ .۳)

م شود نتیجه ۱۲۷ .۳ و است درست احتمال توزیع هر برایِ رابطه این این که از استفاده با

⟨s|U(tk, tk−1) = ⟨s|. (۱۳۸ .۳)

م گیریم نتیجه ر دی طرفِ از است. 1 ویژه مقدارِ با U(tk, tk−1) چپِ ویژه بردارِ ⟨s| بنابراین

ماتریس عناصرِ که م دانستیم هم قبل از است. 1 با برابر U ماتریس ستونِ هر اعضایِ جمع که

U مربع یِ ماتریس خلاصه طورِ به پس هستند. مثبت حتماً پس هستند، شرط احتمال هایِ U

دارد را خواص این

0 ≤ ⟨ei|U |ej⟩ ≤ 1, (۱۳۹ .۳)

⟨s|U = ⟨s| (۱۴۰ .۳)

|P (tk)⟩ = U(tk, tk−1)|P (tk−1)⟩ (۱۴۱ .۳)

است. ۱ تصادف ماتریس ی تعریفِ اول شرط دو

Stochastic Matrix۱
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۹۸
تصادف فرآیندهایِ ۳

۲ .۳ .۳ قضیه

است. ویژه مقدارِ بزرگ ترین که دارد 1 ویژه مقدارِ ی حداقل تصادف ماتریس هر ●

است. ⟨s| ویژه مقدار این با متناظر چپِ ویژه بردارِِ

است. 1 با مساوی یا کوچ تر ویژه مقادیر بقیه یِ اندازه یِ ●

حالتِ ویژه بردار این است. فیزی برداریِ 1 ویژه مقدارِ با متناظر راستِ ویژه بردارِ ●

به و نیست ی تا نهایی حالتِ باشد، تبه گن 1 ویژه مقدارِ اگر است. سیستم پایایِ

است ی تا هم نهایی حالتِ باشد، ی تا 1 ویژه مقدارِ اگر دارد. بستگ اولیه شرایط

ندارد. بستگ اولیه شرایط به و

است. ویژه مقدار هم مختلط ویژه مقدارِ هر مختلط مزدوج ●

ویژه مقدار این چرا اما دارد 1 ویژه مقدارِ ی حداقل تصادف ماتریس هر که دیدیم قبلا را این

ویژه مقدارهایِ هستند؟ 1 با مساوی یا کوچ تر ویژه  مقدارها بقیه و است ویژه مقدارِ بزرگ ترین

معادله یِ اگر حالا م دهیم. نشان |uα⟩ با را آن راست ویژه بردارهایِ و λα با را U ماتریس

را زیر ویژه مقداری یِ

λα|uα⟩ = U |uα⟩, (۱۴۲ .۳)

بنویسیم مولفه ای صورتِ به

λα⟨ej |uα⟩ =
∑
i

⟨ej |U |ei⟩⟨ei|uα⟩, (۱۴۳ .۳)

پس برابرند. ۱۴۳ .۳ معادله یِ طرفِ دو اندازه یِ

|λα| |⟨ej |uα⟩| =|
∑
i

⟨ej |U |ei⟩⟨ei|uα⟩|

|λα| |⟨ej |uα⟩| ≤
∑
i

|⟨ej |U |ei⟩⟨ei|uα⟩|. (۱۴۴ .۳)

کل ترِ حالتِ واقع در یا |a+b| ≤ |a|+ |b| مثلث۱ نامساوی یِ از آخر رابطه یِ راستِ سمتِ در

triangle inequality۱
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آن ماتریس یِ نمایش و مادر معادله یِ ۳ .۳
۹۹

آن

|
∑
i

ai| ≤
∑
i

|ai|, (۱۴۵ .۳)

از را آن ها م توانیم هستند مثبت U تحولِ ماتریس عناصرِ این که به توجه با کرده ایم. استفاده

ببندیم جمع سطر عناصرِ رویِ یعن i شاخص رویِ اگر حالا کنیم. خارج مطلق قدرِ ∑علامتِ
j

|λα| |⟨ej |uα⟩| ≤
∑
j

∑
i

⟨ej |U |ei⟩ |⟨ei|uα⟩|. (۱۴۶ .۳)

به م رسیم کنیم، استفاده
∑

j⟨ej |U |ei⟩ = 1 از اگر حالا

|λα|
∑
j

|⟨ej |uα⟩| ≤
∑
i

⟨ei|uα⟩| ⇒ |λα| ≤ 1. (۱۴۷ .۳)

توجه البته است. انی کوانتم م در زمان تحولِ عمل گرِ شبیه خیل U(tk, tk−1) عمل گرِ

دامنه هایِ حالت بردارِ عناصرِ کوانتم ِ انی م در نیست. ان ی لزوماً ماتریس این که داریم

نیز بهنجارش شرط ضمن در هستند. احتمال عناصر این این جا در حال که در بودند، احتمال

آن با متناظر چپِ ویژه بردارِ و است 1 که U ویژه مقادیرِ از ی است. متفاوت مورد دو این در

چپ ویژه بردارهایِ است ن مم نیست هرمیت لزوماً ماتریس این چون اما آوردیم. دست به را

ماتریس ویژه مقادیرِ است ن مم 1 ویژه مقدارِ جز به این بر علاوه باشند. متفاوت آن راستِ و

جمع ندارد لزوم ول است، 1 با برابر U ستونِ هر عناصرِ جمع باشند. هم مختلط تحول

و ویژه مقادیر این تعبیرِ هستند؟ چه  ویژه بردارها و ویژه مقدارها بقیه یِ باشد. 1 هم سطرش هر

نیم، ب زمان از مستقل سیستم هایِ به محدود را خودمان اگر چیست؟ آن ها با متناظر ویژه توابع

زمان پلیه یِ n از پس و م شود زمان از مستقل هم U ماتریس این صورت در

|P (tn)⟩ = Un|P (t0)⟩. (۱۴۸ .۳)

(⟨uα|) |uα⟩ با را آن (چپ) راست ویژه بردارهایِ و λα با را U ماتریس ویژه مقدارهایِ اگر

دهیم نشان

U =
∑
α

λα|uα⟩⟨uα|. (۱۴۹ .۳)
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۱۰۰
تصادف فرآیندهایِ ۳

این صورت در

Un =
∑
α

λnα|uα⟩⟨uα|. (۱۵۰ .۳)

عددی توانِ به وقت است 1 از کوچ تر اندازه شان که ویژه مقادیری تمام باشید داشته توجه

برایِ ندارد. نقش نهایی حالتِ در آن ها با متناظر ویژه بردارِ و م کنند میل صفر به م رسند، بزرگ

ویژه بردارهایِ برحسبِ را حالت بردارِ است کاف tn دل خواه زمانِ در حالت بردارِ آوردنِ دست به

دهیم بسط U زمان، تحولِ عمل گرِ

|P (0)⟩ =
∑
α

Pα(0)|uα⟩. (۱۵۱ .۳)

از است عبارت tn دل خواه زمانِ در حالت بردارِ این صورت در

|P (tn)⟩ =Un
∑
α

Pα(0)|uα⟩

=
∑
β

λnβ|uβ⟩⟨uβ|
∑
α

Pα(0)|uα⟩

=
∑
α

λnαPα(0)|uα⟩. (۱۵۲ .۳)

با متناظر که سری این از جملات تنها طولان زمانِ از پس کرده ایم. استفاده ۱۲۴ .۳ از این جا در

نباشد تبه گن 1 ویژه مقدارِ اگر م مانند. باق هستند 1 اندازه یِ با ویژه مقدارهایِ

|P (∞)⟩ = P1(0)|u1⟩, (۱۵۳ .۳)

با U راستِ و چپ ویژه بردارهایِ دو هر و ⟨s| دوگانِ بردارِ |u1⟩ و ⟨s| بردارِ همان ⟨u1| که

هستند. 1 ویژه مقدارِ

عقربه هایِ جهتِ در p احتمالِ با مثلث ه ای شب رویِ ۶ .۳ ل ش مطابق ول گردی .۳ .۳ .۳ مثال

بنویسید. را گذار ماتریس م کند. حرکت ساعت عقربه هایِ جهتِ خلافِ در q احتمالِ با و ساعت

چیست؟ پایا حالتِ p =
2

3
, q =

1

3
و p = q =

1

2
حالتِ دو در
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آن ماتریس یِ نمایش و مادر معادله یِ ۳ .۳
۱۰۱

گذار آبی رنگ فلش هایِ و p احتمالِ با گذار سبزرنگ فلش هایِ . مثلث ه یِ شب رویِ ول گشت ۶ .۳ ل ش
هستند. q احتمالِ با

،P (β, tk|α, tk−1) آن در که م شود تعریف ۱۳۲ .۳ رابطه یِ Uبا تصادف یِ تحولِ ماتریس

است. tk زمان یِ پله یِ در β حالتِ به tk−1 زمان یِ پله یِ در α حالتِ از سیستم گذارِ احتمالِ

پس

⟨ei|U |ej⟩ = P (j → i) (۱۵۴ .۳)

⟨e1|U |e1⟩ = 0, ⟨e1|U |e2⟩ = p, ⟨e1|U |e3⟩ = q, (۱۵۵ .۳)

⟨e2|U |e1⟩ = q, ⟨e2|U |e2⟩ = 0, ⟨e2|U |e3⟩ = p, (۱۵۶ .۳)

⟨e3|U |e1⟩ = p, ⟨e3|U |e2⟩ = q, ⟨e3|U |e3⟩ = 0, (۱۵۷ .۳)

زمان تحولِ ماتریس و

U :=

0 p q
q 0 p
p q 0

 , (۱۵۸ .۳)

ر دی ویژه مقدارِ دو و 1 ماتریس این ویژه مقادیرِ از ی است.

λ± = −1

2
± i

(p− q)
√
3

2
, (۱۵۹ .۳)

ویژه مقدار دو این اندازه یِ هستند.

|λ±|2 = 1

4
+

3

4
(p− q)2 = 1− 3pq ≤ 1, (۱۶۰ .۳)
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۱۰۲
تصادف فرآیندهایِ ۳

هستند، (p, q) ̸= (0, 1) که حالت در پس م کند. میل صفر به |λ±|n بزرگ هایِ n برایِ و

است پایا حالت که آن با متناظر ویژه بردارِ و ی تاست 1 اندازه یِ با ویژه مقدارِ

|P ⟩∞ ∝

1
1
1

 (۱۶۱ .۳)

چه q و p مقادیرِ و کند شروع حالت چه از سیستم این که از مستقل طولان زمانِ از پس است.

ویژه باشد، p = 1, q = 0 مثلا اگر اما است. حالت سه از ی هر در برابر احتمالِ با باشند،

مقدارها

λ1 =1, (۱۶۲ .۳)

λ+ =− 1

2
+ i

√
3

2
= ei2π/3, (۱۶۳ .۳)

λ− =− 1

2
− i

√
3

2
= e−i2π/3, (۱۶۴ .۳)

راست و چپ ویژه بردارهایِ و

⟨u1| =
(
1 1 1

)
, |u1⟩ =

1

3

1
1
1

 , (۱۶۵ .۳)

⟨u+| =
(
e−i2π/3 ei2π/3 1

)
, |u+⟩ =

1

3

 ei2π/3

e−i2π/3

1

 , (۱۶۶ .۳)

⟨u−| =
(
e−i2π/3 ei2π/3 1

)
, |u−⟩ =

1

3

 ei2π/3

e−i2π/3

1

 , (۱۶۷ .۳)

داد بسط زیر ل ش به م توان را زمان تحولِ ماتریس هستند.

U = λ1|u1⟩⟨u1|+ λ+|u+⟩⟨u+|+ λ−|u−⟩⟨u−| (۱۶۸ .۳)

ویژه بردارهایِ بین از و است λ1 = |λ±| = 1 ویژه مقدارِ سه هر اندازه یِ حالت این در

پادساعت گرد و ساعت گرد دایره ای یِ حرکت هایِ معادلِ ر دی تایِ دو و پایا ی آنها با متناظر
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



آن ماتریس یِ نمایش و مادر معادله یِ ۳ .۳
۱۰۳

ساده. دوحالته یِ ماشین ی ۷ .۳ ل ش

فرض دارد. بسته گ اولیه شرایط به نهایی حالتِ هستند. مانا۱ ناپایایِ حالت هایِ این ها هستند.

چیست؟ نهایی حالتِ است، 1 حالتِ در سیستم ابتدا در کنید

Aشروع حالتِ از t = 0 زمانِ در دستگاه یرید. ب نظر در ۷ .۳ ل ش مطابق ماشین .۴ .۳ .۳ مثال

چه در دستگاه اُم n زمان یِ پله یِ در است؟ حالت چه در دستگاه طولان زمانِ از پس م کند.

است؟ حالت

ماشین این از ناش تحولِ معادله یِ

An+1 = pAn +
1

2
Bn, (۱۶۹ .۳)

Bn+1 = qAn +
1

2
Bn. (۱۷۰ .۳)

به برایِ An +Bn = 1 هم راه به که م شود Bn+1 = Bn و An+1 = An نهایی حالتِ در

است کاف نهایی حالتِ آوردنِ دست

lim
n→∞

An ∼ 1

1 + 2q
, (۱۷۱ .۳)

lim
n→∞

Bn ∼ 2q

1 + 2q
. (۱۷۲ .۳)

بردارِ تعریفِ با

|Pn⟩ :=
(
An

Bn

)
, (۱۷۳ .۳)

NonStationary Steady State (NSSS)۱
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۱۰۴
تصادف فرآیندهایِ ۳

زمان تحولِ عمل گرِ

U :=

(
p 1/2
q 1/2

)
, (۱۷۴ .۳)

که دید م توان است. تصادف ماتریس ی

|Pn⟩ = U |Pn−1⟩ = · · · = Un|P0⟩. (۱۷۵ .۳)

آن با متناظر ویژه بردارِ است. ی U ویژه مقدارهایِ از ی

1

1 + 2q

(
1
2q

)
, (۱۷۶ .۳)

ِ رد از را آن رِ دی ویژه مقدارِ اما م آید. دست به Bn و An نسبتِ آن از که

Tr(U) = λ1 + λ2 = p+
1

2

که م آید دست به سادگ به

λ2 = p− 1

2
=

1

2
− q

از عبارت اند T ماتریس راستِ و چپ ويژه بردارهایِ و ویژه مقدارها باشد.

⟨1| =
(
1 1

)
, |1⟩ = 1

1 + 2q

(
1
2q

)
, (۱۷۷ .۳)

⟨2| = 1

1 + 2q

(
2q −1

)
, |2⟩ =

(
1
−1

)
. (۱۷۸ .۳)

این جا از

|Pn⟩ =Un|P0⟩ = (λn1 |1⟩⟨1|+ λn2 |2⟩⟨2|) |P0⟩,

=
1

1 + 2q

[(
1 1
2q 2q

)
+ (

1

2
− q)n

(
2q −1
−2q 1

)](
1
0

)
,

=
1

1 + 2q

(
1 + 2q(12 − q)n

2q − 2q(12 − q)n

)
. (۱۷۹ .۳)
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آن ماتریس یِ نمایش و مادر معادله یِ ۳ .۳
۱۰۵

م شود. نتیجه (۱۷۵ .۳) در این ها جاگذاری یِ با

An =
1

1 + 2q

(
1 + 2q(

1

2
− q)n

)
, (۱۸۰ .۳)

Bn =
2q

1 + 2q

(
1− (

1

2
− q)n

)
. (۱۸۱ .۳)

م شود. کوچ خیل برسد، بزرگ خیل عددِ توانِ به وقت است |12−q| < 1 این که به توجه با

نهایی  حالتِ پس

lim
n→∞

An ∼ 1

1 + 2q
, (۱۸۲ .۳)

lim
n→∞

Bn ∼ 2q

1 + 2q
. (۱۸۳ .۳)

است؟ چه قدر برود، B حالتِ به A حالتِ از بار اولین برایِ که زمان ای میان گین

زمان پیوسته سیستم هایِ مادر⁃ معادله یِ ماتریس یِ نمایش ۳ .۳ .۳

برایِ کردیم. استفاده گذار احتمال هایِ از ، است زمان گسسته تحولِِ شان که سیستم هایی برایِ

δt ِ کوچ بی نهایت بازه یِ ی را زمان گام هر زمان پیوسته تحولِ با سیستم هایی بررس یِ

را گذار۱ آهنگِ همان یا زمان واحدِ در احتمال گذار، احتمالِ به جایِ که است به  تر و م گیریم،

با را C → C ′ گذارِ آهنگِ ، تصادف سیستم تحولِ بودنِ مارکوف فرض با یریم. ب درنظر

ωC→C′ := lim
δt→0

P (C ′, t+ δt|C, t)
δt

≥ 0, (۱۸۴ .۳)

است. ی از کوچ تر و مثبت عددی کسر صورتِ بالا تعریفِ در ضمن در م کنیم. تعریف

δt زمانِ گذشتِ از پس باشد. ۱ از کوچ تر که نیست لازم و است زمان عکس گذار آهنگِ بعدِ

C آرایش در هنوز سیستم این که احتمالِ و ωC→C′ δt ،C ′ حالتِ به C حالتِ از گذار احتمالِ

Transition Rate۱
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۱۰۶
تصادف فرآیندهایِ ۳

باشد

PC→C(t+ δt, t) =1−
∑
C′ ̸=C

PC→C′(t+ δt, t) (۱۸۵ .۳)

=1−
∑
C′ ̸=C

ωC→C′ δt, (۱۸۶ .۳)

است.

زمانِ در سیستم آن که احتمالِ ، مارکوف و زمان پیوسته تحولِ با ، تصادف سیستم ی برایِ

جمله از آرایش ها، همه یِ از گذار احتمال هایِ مجموع با است برابر باشد C آرایش در t +∆t

C به ،C ′ = C

P (C, t+ δt) =
∑
C′

P (C, t+ δt, C|C ′, t)P (C ′, t)

=
∑
C′

PC′→C(t+ δt, t)P (C ′, t) (۱۸۷ .۳)

به م رسیم ۱۸۵ .۳ از استفاده و C ′ = C جمله یِ کردنِ جدا با

P (C, t+ δt) = P (C, t)−
∑
C′ ̸=C

(
PC→C′P (C, t)− PC′→CP (C

′, t)
)

م آید به دست مادر معادله یِ ،δt→ 0 حدِ در δt بر طرف دو تقسیم با

∂P (C, t)

∂t
=

∑
C′ ̸=C

(
ωC′→CP (C

′, t)− ωC→C′P (C, t)
)

(۱۸۸ .۳)

را است C ′ ̸= C برایِ C ′ → C گذارهایِ سهم که معادله این راستِ سمتِ اولِ جمله یِ

جمله یِ را است C ′ ̸= C برایِ C → C ′ گذارهایِ سهم که دوم جمله یِ و چشمه۱ جمله یِ

شرودینگر معادله یِ به شبیه معادله ای و عمل گری ل ش به م توانیم را مادر معادله یِ م نامیم. چاه۲

در کنیم. حل م توانیم ماتریس نمایش از استفاده و روش ها همان با را حاصل معادله یِ و درآوریم

زمان گسسته حالتِ موردِ در که کاری شبیه ابتدا باشد شمارش پذیر ن مم حالاتِ تعداد که صورت

Sink۲ Sourⅽe۱
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آن ماتریس یِ نمایش و مادر معادله یِ ۳ .۳
۱۰۷

زمان یِ تحولِ م کنیم. شماره گذاری و مرتب را سیستم مختلفِ ربندی هایِ پی تمام دادیم انجام

م شود داده زیر رابطه یِ با |P ⟩t

∂

∂t
|P ⟩t =

∑
α=1

∂Pα(t)

∂t
|eα⟩

به م شود تبدیل مادر معادله یِ از استفاده با که

∂

∂t
|P ⟩t =

∑
α=1

∑
β ̸=α

(
ωβ→αP

β(t)− ωα→βP
α(t)

)
|eα⟩. (۱۸۹ .۳)

م کنیم تعریف زیر صورتِ به را H مربع یِ ماتریس

⟨eα|H|eβ⟩ :=ωβ→α ≥ 0, α ̸= β (۱۹۰ .۳)

⟨eα|H|eα⟩ :=−
∑
β ̸=α

ωα→β ≤ 0 (۱۹۱ .۳)

با است برابر α غیرِقطری یِ ∑عنصرهایِ
β

⟨eβ|H|eα⟩ =⟨eα|H|eα⟩+
∑
β ̸=α

⟨eβ|H|eα⟩

=−
∑
β ̸=α

ωα→β +
∑
β ̸=α

ωα→β = 0 (۱۹۲ .۳)

یا

⟨s|H⟩t = 0. (۱۹۳ .۳)

به م رسیم α = β و α ̸= β جملاتِ کردنِ جدا و ،H تعریفِ از استفاده با

H|P ⟩t =
∑
α,β

|eα⟩⟨eα|H|eβ⟩⟨eβ|P ⟩t

=
∑
α=1

∑
β ̸=α

ωβ→αP
β(t)|eα⟩ −

∑
α=1

⟨eα|H|eα⟩Pα(t)|eα⟩

=
∑
α=1

∑
β ̸=α

(
ωβ→αP

β(t)− ωα→βP
α(t)

)
|eα⟩, (۱۹۴ .۳)
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۱۰۸
تصادف فرآیندهایِ ۳

به م رسیم ۱۹۴ .۳ و ۱۸۹ .۳ معادله یِ از استفاده با حالا

∂

∂t
|P ⟩t = H|P ⟩t (۱۹۵ .۳)

زمان تحولِ عمل گرِ H عمل گرِ چون و است، شرودینگر معادله یِ شبیه خیل معادله این

این نیست. هرمیت لزوماً ماتریس این البته ویند. می تصادف همیلتون یِ آن به معمولا است،

ی تصادف بودنِ شرط هایِ آن ها به که کند، برآورده را ۱۹۱ .۳ و ۱۹۰ .۳ شرط هایِ باید ماتریس

واقعاً البته که م شود گفته هم انرژی آن ویژه مقادیرِ به مسامحه به گاه م شود. گفته ماتریس

چون چیست؟ آن ها با متناظر ویژه توابع و ویژه مقادیر این تعبیرِ اما نیستند. برهم کنش ی انرژی یِ

باشند. متفاوت آن راستِ و چپ ویژه بردارهایِ است ن مم نیست هرمیت لزوماً ماتریس این

چپمن⁃کولموگوروف معادله های ۴ .۳

از رفتن احتمال اگر صورت این در باشد. هم گن زمان در انتقال به نسبت دستگاه کنیم فرض

م توان صورت دو به را Pi→j(t1 + t2) دهیم، نمایش Pi→j(t) با را t زمان در j به i حالت

نوشت

Pi→j(t1 + t2) =
∑
k

Pi→k(t1)Pk→j(t2) (۱۹۶ .۳)

=
∑
k

Pi→k(t2)Pk→j(t1). (۱۹۷ .۳)

یریم ب نظر در را زیر حالتِِ دو بیایید حالا

به م رسیم صورت این در t1 = t, t2 = dt ●

Pi→j(t+ dt) =
∑
k

Pi→k(t)Pk→j(dt)

=
∑
k ̸=j

Pi→k(t)Pk→j(dt) + Pi→j(t)Pj→j(dt)

=
∑
k ̸=j

Pi→k(t)ωk→j dt+ Pi→j(t)(1−
∑
k ̸=j

ωj→k dt)

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



چپمن⁃کولموگوروف معادله های ۴ .۳
۱۰۹

ضربِ حاصل همان م توانیم را dt ِ کوچ بسیار زمانِ Pk→j(dt)برایِ گذار احتمالِ که

حالت هایِ تمام احتمالِ رویِ جمع این که از این بر علاوه یریم. ب dt در ωk→j گذار نرخ

م شود نتیجه کرده ایم. استفاده ،
∑

k Pj→k = 1 است، ی هم ن مم

Pi→j(t+ dt)− Pi→j(t)

dt
≈dPi→j(t)

dt

=
∑
k ̸=j

[Pi→k(t)ωk→j − Pi→j(t)ωj→k]

و Pji := Pi→j ماتریس هایِ م گویند. جلو۱ به رو کولموگروفِ معادله یِ معادله این به

تعریف زیر عناصرِ با را H

Hji =ωi→j

Hjj =−
∑
k ̸=j

ωj→k (۱۹۸ .۳)

م شود تبدیل زیر معادله یِ به جلو به رو کولموگروفِ معادله یِ

dP

dt
= HP (۱۹۹ .۳)

معادله این جوابِ

P(t) = exp (tH)P(0) (۲۰۰ .۳)

صفر ر دی حالتِ به حالت هر از گذار اجتمالِ t = 0 زمانِ در که این به توجه با است.

است. واحد ماتریس P(0) مرزی شرط است،

به م رسیم صورت این در t1 = dt, t2 = t ●

Pi→j(t+ dt) =
∑
k

Pi→k(dt)Pk→j(t)

=
∑
k ̸=i

Pi→k(dt)Pk→j(t) + Pi→i(dt)Pi→j(t)

Forward Kolmogorov۱
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۱۱۰
تصادف فرآیندهایِ ۳

=
∑
k ̸=i

ωi→k Pk→j(t) dt+ Pi→j(t)(1−
∑
k ̸=i

ωi→k dt)

نوشت زیر ل ش به م توان که

Pi→j(t+ dt)− Pi→j(t)

dt
≈dPi→j(t)

dt

=
∑
k ̸=i

ωi→k [Pk→j(t)− Pi→j(t)]

است زیر معادله یِ همان که م گویند عقب۱ به رو کولموگروفِ معادله یِ معادله این به

dP

dt
= PH (۲۰۱ .۳)

هم معادله این جوابِ

P(t) = P(0) exp (tH) = exp (tH) (۲۰۲ .۳)

آوردیم. دست به قبلا که است جوابی همان که است

حالا اما ی بعدی، ه یِ شب ی رویِ ول گشت مثالِ به برگردیم دوباره بیایید حالا .۱ .۴ .۳ مثال

نشان b با را چپ به گذار نرخ و a با را راست به گذار نرخ م گیریم. پیوسته پارامتری را زمان

شمارش پذیر ن مم حالاتِ تعدادِ و است جای گاه ها از ی در ول گرد بالاخره این جا در م دهیم.

برایِ مادر معادله یِ م دهیم. نشان Pn(t) با را باشد n جای گاه در t زمانِ در آن که احتمالِ است.

از است عبارت Pn(t)

dPn

dt
=aPn−1 + bPn+1 − (a+ b)Pn. (۲۰۳ .۳)

هر در ذره جای گاه با سیستم حالتِ آوریم. دست به ۱۸۸ .۳ از مستقیماً م توانیم را معادله این

به n ± 1 جای گاه از سیستم حالتِ که است جمله ای چشمه جمله یِ م شود. مشخص لحظه

برود. n ± 1 جای گاه هایِ به n جای گاه از که است وقت به مربوط چاه حالتِ و شود تبدیل n

Backward Kolmogorov۱
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چپمن⁃کولموگوروف معادله های ۴ .۳
۱۱۱

زمانِ در ول گرد آن که احتمالِ آوریم. دست به هم مستقیم را ۲۰۳ .۳ معادله یِ که است آموزنده

از است عبارت باشد n جای گاه t+ δt

Pn(t+ δt) = aδt Pn−1(t) + bδt Pn+1(t)− [1− (a+ b)δt] Pn(t), (۲۰۴ .۳)
Pn(t+ δt)− Pn(t)

dt
= aPn−1(t) + bPn+1(t)− (a+ b)Pn(t). (۲۰۵ .۳)

چرا که آید پیش سوال این است ن مم م شود. تبدیل ۲۰۳ .۳ به δ → 0 حدِّ در اخیر رابطه یِ

از ذره که داریم هم چشمه ای جمله یِ مثلا نگرفتیم. نظر در را م پرد پله دو ذره که جملات

که باشیم داشته نظر در باید اما بیاید. n جای گاه به دورتر) جای گاه هایِ حت (یا n− 2 جای گاه

م شود. صفر δ → 0 حدِّ در که است (aδt)2 پرش این احتمالِ

را اولیه شرط مثلا باشیم. داشته سیستم ابتدایی یِ حالتِ موردِ در هم اطلاع است لازم

Pn(0) = δn,0 (۲۰۶ .۳)

مولدِ تابع تعریفِ با است. مبدا در ابتدا ذره کنیم فرض یعن یریم، ب

F (Z, t) =
∞∑

n=−∞
ZnPn(t) (۲۰۷ .۳)

به م شود تبدیل ۲۰۳ .۳ معادله هایِ

dF (Z, t)

dt
=
[
aZ + bZ−1 − (a+ b)

]
F (Z, t). (۲۰۸ .۳)

م دهد نیز اولیه شرط و

F (Z, 0) = 1. (۲۰۹ .۳)

م آید دست به سادگ به اولیه شرط با هم راه ۲۰۸ .۳ معادله یِ جوابِ

F (Z, t) = exp{[aZ + bZ−1 − (a+ b)]t}. (۲۱۰ .۳)
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۱۲
تصادف فرآیندهایِ ۳

۲۰۷ .۳ از استفاده با دهیم. بسط را مولد تابع باید مختلف حالت هایِ احتمالِ آوردنِ دست به برای

دارند. هم میان بر راه که دارند وجود مواردی گاه اما هستند. ها Pn(t) همان بسط ضرایبِ
است۱ زیر صورتِ به تعمیم یافته بسل تابع مولدِ تابع

exp{x[u+ u−1]} =

∞∑
n=−∞

In(x)u
n. (۲۱۱ .۳)

صورت این در

F (Z, t) =e−(a+b)t exp{[aZ + bZ−1]t}

=e−(a+b)t
∞∑

n=−∞
In(t

√
ab)

(√
a

b
Z

)n

(۲۱۲ .۳)

م دهد نتیجه ۲۰۷ .۳ با مقایسه با که

Pn(t) =e−(a+b)t
(a
b

)n/2
In(t

√
ab). (۲۱۳ .۳)

را م رود چپ یا راست به ه شب ی رویِ که تک ذره ی یافتن احتمالِ تابع مثال این در ما

هم بلندتر قدم هایِ بتواند ذره اگر مثلا باشد. هم پیچیده تر کم م تواند مساله کردیم. بررس

چه نتیجه بودند، ه شب رویِ ذره تعدادی ذره ی جایِ به اگر م کند؟ تغییری چه ما جوابِ بردارد

هم کنارِ از بتوانند و باشند نداشته کاری هم با است ن مم ذرات اخیر موردِ این در م کرد؟ فرق

با تنها جای گاه هر است ن مم مثلا م اُفتد اتفاق م رسند هم به ذره دو وقت آن که یا شوند رد

مسائل این دارد. وجود ۲ طرد یا منع فرآیند در م گوییم حالت این در شود اشغال بتواند ذره ی

هستند. پیچیده تر نوعاً

این کار برایِ دهیم. تعمیم هم پیوستار۳ حالتِ به م توانیم را ه شب رویِ ول گردِ مسئله همین

حدِّ بیایید م کنیم. مطالعه ∆ → 0 حدِّ در را مسئله و م گیریم ∆ مثل کمیت را ه شب طولِ

p(t, x)dx و x := n∆ تعریفِ با صورت این در کنیم. بررس را (۲۰۳ .۳) معادله یِ پیوسته یِ

این بر بنا باشد. x+ dx و x فاصله یِ در ذره t زمانِ در که است این احتمالِ ال يِ چ

Pn(t) →p(x, t) dx

م توانید Mathematical Methods for Physicists, by: G. B. Arfken, H. J. Weber, F. E. Harris کتابِ ۱در

ⅽontinuuⅿ۳ exⅽⅼusion۲ شوید. آشنا آن مولدِ تابع و تعمیم یافته بسل تابع با
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چپمن⁃کولموگوروف معادله های ۴ .۳
۱۱۳

Pn−1(t) →p(x−∆, t) dx

Pn+1(t) →p(x+∆, t) dx, (۲۱۴ .۳)

به م شود تبدیل (۲۰۳ .۳) مادر معادله یِ و

∂p(x, t)

∂t
=ap(x−∆, t) + bp(t, x+∆, t)− (a+ b)p(x, t)

=a[p(x, t)−∆
∂p(x, t)

∂x
+

∆2

2

∂2p(x, t)

∂x2
+ · · · ]

+ b[p(x, t) + ∆
∂p(x, t)

∂x
+

∆2

2

∂2p(x, t)

∂x2
+ · · · ]

− (a+ b)P (x, t),

=(a− b)∆
∂p(x, t)

∂x
+ (a+ b)

∆2

2

∂2p(x, t)

∂x2
+ · · · (۲۱۵ .۳)

بمانند، Dمحدود := (a+ b)
∆2

2
و u := (a− b)∆ کمیت هایِ و ∆ → 0 که حدّی در که

به م رسیم

∂p(x, t)

∂t
= u

∂p(x, t)

∂x
+D

∂2p(x, t)

∂x2
+ · · · (۲۱۶ .۳)

خیزِ و اُفت با هم وار تابع ی p(x, t) تابع اگر است. سوق۲ ثابتِ u و پخش۱ ضریبِ D که

که ضرایبِ شان به توجه با است p(x, t) دویِ از بالاتر مشتقاتِ حاوی یِ که جملات باشد کم

باشد خیز و اُفت پر تابع p(x, t) اگر حت بریزیم. دور م توانیم را است، ∆ بالاترِ توان هایِ

باعث دوم جمله یِ حضورِ دهیم نشان م توانیم باشند بزرگ ابتدا در ریختیم دور که جملات و

شود. قبول قابل تقریبِ گفتیم که تقریبی و شود هم وار تابع زمان گذشتِ با م شود

عبارت بعد سه در پخش معادله یِ است. سوق با هم راه پخش معادله یِ ،۲۱۶ .۳ معادله یِ

از است

∂ρ

∂t
= D∇2ρ. (۲۱۷ .۳)

به هم راه ρ(r, 0) اولیه شرط ی معادله این حل برایِ است. پخش ضریبِ همان D ضریبِ که

که م شود، تبدیل لاپلاس معادله یِ به پخش معادله یِ پایا حالتِ در است. لازم مرزی شرط هایِ

ⅾrift۲ ⅾiffusion۱
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۱۱۴
تصادف فرآیندهایِ ۳

A

C B

همان طور است. پخش معادله یِ اثرِ بر آن تحول یافته یِ آبی رنگ خم و ρ(x, 0) سبزرنگ خم ۸ .۳ ل ش
م شود. خم هموارتر زمان گذشتِ با م بینیم که

پاره ای معادله ای چون البته است. حل قابل عل الاصول نویمن یا له دیری مرزی یِ شرط هایِ با

است. عادی دیفرانسیل معادلاتِ از پیچیده تر آن حل است،

کنیم بررس را ی بعدی حالتِ بیایید پخش معادله یِ به ترِ فهم برایِ

∂ρ

∂t
= D

∂2ρ

∂x2
. (۲۱۸ .۳)

تابع A نقطه یِ در م    بینیم. را پخش معادله یِ اثرِ بر تابع ی زمان یِ تحولِ (۸ .۳) ل ش در

گذشتِ با و ∂ρ
∂t

< 0 این بر بنا است. ∂
2ρ

∂x2
< 0 نتیجه در و بیشینه x حسبِ بر ρ(x, 0)

∂2ρ

∂x2
> 0 است، کمینه x حسبِ بر ρ(x, 0) تابع که C و B نقاط در م شود. کوچ ρ زمان

گذشتِ با همین صورت به م شود. بزرگ ρ زمان گذشتِ با نتیجه در و ∂ρ
∂t

> 0 این بر بنا

کمینه نقاط و بیایند پایین تر بیشینه نقاط م شود، باعث پخش معادله یِ زمان یِ تحولِ زمان

حالت هایی در م شود. هموارتر و ,ρ(x هموار t) خم که است این معن اش که بروند، بالاتر

است، ∂
2ρ

∂x2
= 0 جاهایی که یعن است، ان م حسبِ بر خط تابع یا ی نواخت ال چ که

ندارد. زمان تحولِ و م ماند پایا ال چ
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



چپمن⁃کولموگوروف معادله های ۴ .۳
۱۱۵

است پخش معادله یِ شبیه هم حرارت انتقالِ معادله یِ

∂T

∂t
= κ

∂2T

∂x2
. (۲۱۹ .۳)

است. حرارت انتقالِ ضریبِ κ و دما T که

تبدیل ذره دو به a نرخ با ذره این دارد. وجود A تک ذره یِ ی ابتدا در کنید فرض .۲ .۴ .۳ مثال

است؟ چه قدر باشد، نمانده باق ذره ای t زمانِ در آن که احتمالِ م شود. نابود b نرخ با و م شود

است؟ چه قدر احتمال این طولان زمانِ از پس

از عبارتند نرخ ها و فرآیندِها

A→AA, a, (۲۲۰ .۳)

A→∅, b. (۲۲۱ .۳)

آوریم. دست به را چاه و چشمه  باید بنویسیم را مادر معادله Pn(t)یعن تحولِ معادله یِ آن که برایِ

کند. تولید جدید ذره یِ ی م تواند a نرخ با ذره هر است ذره (n − 1) شامل سیستم وقت

و شود نابود است ن مم b نرخ با ذره هر است ذره (n + 1) شامل سیستم وقت این بر علاوه

ذره ای n سیستم ی در که م شود ناش این جا از هم چاه جمله یِ شود. n سیستم ذراتِ تعدادِ

مادر معادله یِ پس شود. نابود آن که یا شود تبدیل ذره دو به است ن مم b یا a نرخ هایِ با ذره هر

از است عبارت Pn(t) برایِ

dPn

dt
=a(n− 1)Pn−1 + b(n+ 1)Pn+1 − (a+ b)nPn, n ≥ 1 (۲۲۲ .۳)

dP0

dt
=bP1. (۲۲۳ .۳)

اولیه شرط

Pn(0) = δn,1 (۲۲۴ .۳)

مادر، معادله یِ از استفاده با محاسبه یِ ول کرد خواهیم محاسبه را Pn(t) ادامه در است.

حساب را آن ابتدا بیایید است. ساده تر ⟨n⟩ جمعیت، میان گین مقدارِ زمان یِ تحولِ معادله یِ
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۱۶
تصادف فرآیندهایِ ۳

میان گین مقدارِ زمان یِ تحولِ معادله یِ م توانیم ۲۲۳ .۳ و ۲۲۲ .۳ مادر معادله یِ از استفاده با کنیم.

آوریم دست به را ⟨n⟩ جمعیت،

d

dt

∞∑
n=0

nPn(t) =a
∞∑
n=0

n(n− 1)Pn−1 + b
∞∑
n=0

n(n+ 1)Pn+1

−
∞∑
n=0

(a+ b)n2Pn. (۲۲۵ .۳)

م رسیم زیر رابطه یِ به متغیر تغییرِ با بالا معادله یِ راستِ سمتِ در دوم و اول سری هایِ در

d

dt
⟨n⟩ =a

∞∑
n=0

(n+ 1)nPn + b
∞∑
n=0

(n− 1)nPn −
∞∑
n=0

(a+ b)n2Pn

=

∞∑
n=0

[a(n+ 1)n+ b(n− 1)n− (a+ b)n2]Pn

=(a− b)
∞∑
n=0

nPn(t)

=(a− b)⟨n⟩, (۲۲۶ .۳)

است. نمایی تابع ی آن جوابِ که

⟨n⟩t = e(a−b)t⟨n⟩0. (۲۲۷ .۳)

صفر یا بی نهایت به طولان زمانِ از پس جمعیت میان گین باشد، a < b یا a > b این که به بسته

مولدِ تابع تعریفِ با م کند. میل

F (Z, t) =
∑
n=0

ZnPn(t) (۲۲۸ .۳)

به م شود تبدیل ۲۲۳ .۳ و ۲۲۲ .۳ معادله هایِ

dF (Z, t)

dt
=
[
aZ2 + b− (a+ b)Z

] dF (Z, t)
dZ

=(Z − 1)(aZ − b)
dF

dZ
= (a− b)

dF

dw
(۲۲۹ .۳)
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چپمن⁃کولموگوروف معادله های ۴ .۳
۱۱۷

با حالا

dZ

(Z − 1)(aZ − b)
=

[
1

Z − 1
− a

aZ − b

]
dZ

=
1

a− b
d

{
ln

[
Z − 1

aZ − b

]}
(۲۳۰ .۳)

تعریفِ و

w := ln

[
Z − 1

aZ − b

]
(۲۳۱ .۳)

τ :=(a− b)t (۲۳۲ .۳)

به م رسیم

dF

dτ
=

dF

dw
. (۲۳۳ .۳)

معادله این جوابِ

F (Z, t) =G(τ + w).

=G

(
(a− b)t+ ln[

Z − 1

aZ − b
]

)
(۲۳۴ .۳)

با است معادل اولیه شرط

F (Z, 0) = Z (۲۳۵ .۳)

یعن که

G

(
ln[

Z − 1

aZ − b
]

)
= Z (۲۳۶ .۳)

G(w) = Z (۲۳۷ .۳)

داریم w و Z بین رابطه یِ از استفاده با

Z =

[
1− bew

1− aew

]
(۲۳۸ .۳)
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۱۱۸
تصادف فرآیندهایِ ۳

پس

G(w) =

[
1− bew

1− aew

]
(۲۳۹ .۳)

این بر بنا

F (Z, t) =G

(
(a− b)t+ ln[

Z − 1

aZ − b
]

)

=

 1− b [
Z − 1

aZ − b
]e(a−b)t

1− a [
Z − 1

aZ − b
]e(a−b)t


=

[
(aZ − b)− b (Z − 1)e(a−b)t

(aZ − b)− a (Z − 1)e(a−b)t

]
(۲۴۰ .۳)

طولان زمانِ از پس

lim
t→∞

F (Z, t) =

1, a ≤ b,
b

a
, a > b.

(۲۴۱ .۳)

یعن انقراض احتمالِ مقدارِ همان F تیلور بسسط در یعن هستند Z از مستقل بالا مقادیرِ چون

پس هستند. P0

lim
t→∞

P0(t) =

1, a ≤ b,
b

a
, a > b,

(۲۴۲ .۳)

دل خواه زمانِ در و

P0(t) = F (Z, t)|Z=0 =

[
b (1− e(a−b)t))

(b− ae(a−b)t)

]
, (۲۴۳ .۳)

و

Pn(t) = e(a−b)t (1− b

a
)2

[
(e(a−b)t − 1)n−1

(e(a−b)t − b
a)

n+1

]
, n ≥ 1 (۲۴۴ .۳)

یابد افزایش نمایی طورِ به متوسط جمعیت باشد تولد نرخ از کم تر مرگ نرخ اگر چند هر است.

است. صفر غیرِ انقراض احتمالِ که هستند بزرگ آن قدر خیزها اُفت و ول
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



چپمن⁃کولموگوروف معادله های ۴ .۳
۱۱۹

کنیم. حل عقب به رو کولموگروفِ معادله یِ با را قبل مسئله یِ همان بیایید .۳ .۴ .۳ مثال

dP (n, 1, t)

dt
=aP (n, 2, t)− (a+ b)P (n, 1, t), (۲۴۵ .۳)

dP (0, 1, t)

dt
=b δn,0, (۲۴۶ .۳)

ذره n0 با که شرط این با باشیم داشته ذره n ،t زمانِ در که است آن احتمالِ P (n, n0, t) که

مولدِ تابع تعریفِ با باشیم. کرده شروع

G̃(Z, t) =

∞∑
n=0

ZnP (n, 1, t) (۲۴۷ .۳)

به م شود تبدیل ۳ .۴ .۳ معادله هایِ

dG̃(Z, t)

dt
= aG̃2(Z, t) + b− (a+ b)G̃(Z, t). (۲۴۸ .۳)

از این جا در

P (n, 2, t) =
n∑

k=0

P (k, 1, t)P (n− k, 1, t), (۲۴۹ .۳)

∞∑
n=0

ZnP (n, 2, t) =

∞∑
n=0

n∑
k=0

ZkZn−kP (k, 1, t)P (n− k, 1, t)

=G̃2(Z, t), (۲۵۰ .۳)

این که و

P (k, 1, t) = 0, k < 0 (۲۵۱ .۳)

است. ۲۴۰ .۳ همان که م آید دست به مولد تابع ۲۴۸ .۳ معادله یِ حل با کرده ایم. استفاده

کمیت ی متوسط ۱ .۴ .۳

این در A مقدارِ م دهیم. نشان Pα(t) با را باشد α حالتِ در t زمانِ در سیستم آن که احتمالِ
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۲۰
تصادف فرآیندهایِ ۳

از است عبارت A متوسط صورت این در م دهیم. نمایش Aα با را آرایش

⟨A⟩t =
∑
α

AαP
α(t)

=
∑
α

Aα⟨eα|P ⟩t. (۲۵۲ .۳)

ویژه مقدارهایِ با آن ویژه بردارهایِ ⟨eα| که کنیم مثلAتعریف عمل گری م کند پیش نهاد رابطه این

باشد. Aα

⟨eα|A = Aα⟨eα|. (۲۵۳ .۳)

به م شود تبدیل ۲۵۲ .۳ این صورت در

⟨A⟩t =
∑
α

⟨eα|A|P ⟩t

=⟨s|A|P ⟩t. (۲۵۴ .۳)

آوردیم دست به میان گین مقدارِ برایِ که رابطه ای اگر کرده ایم. استفاده (۱۲۵ .۳) از آخر رابطه یِ در

به مورد دو هر در مثلا م بینیم. شباهت هایی کنیم مقایسه داریم کوانتم ِ انی م در آن چه با

م آید دست به مشاهده در کمیت آن برایِ که مقادیری که م دهیم نسبت عمل گر ی کمیت هر

کت و بِرا دو بین را عمل گر آن باید میان گین مقدارِ محاسبه یِ برایِ یا است عمل گر آن ِ ویژه مقادیر

مربوطند. حالت بردارِ به کت و برا کوانتم ِ انی م در که آن جاست در تفاوت اما قرار دهیم.

است. |P ⟩t احتمال بردارِ کت و ⟨s| برا این جا در اما

خال یا (◦) پر است ن مم جای گاه این که یرید ب نظر در جای گاه ی با سیستم .۴ .۴ .۳ مثال

است پر وقت و n1 = 0 است خال وقت باشد. داشته م تواند حالت دو سیستم این باشد. (•)

از هستند عبارت پایه ها و دو بعدی برداری فضایِ است. n2 = 1

|e1⟩ =
(
1
0

)
, |e2⟩ =

(
0
1

)
. (۲۵۵ .۳)

از هستند عبارت هم بِراها

⟨e1| =
(
1 0

)
, ⟨e2| =

(
0 1

)
. (۲۵۶ .۳)
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هم بستگ توابع ۵ .۳
۱۲۱

ویژه بردارهایِ و و 1 و 0 آن ویژه مقادیرِ که دهیم نسبت nم توانیم عمل گرِ جای گاه در ذره تعدادِ به

از است عبارت n عمل گرِ این صورت در هستند. ⟨e2| و ⟨e1| آن

n =

(
0 0
0 1

)
. (۲۵۷ .۳)

هم بستگ توابع ۵ .۳

متوسط کمیت این کنیم. شروع ⟨ni⟩ از چیست؟ هم بستگ توابع این معنایِ ببینیم بیایید حالا اما

برحسبِ م توان دوحالته) سیستم برایِ (مثلا را کمیت این آیا است. i جای گاه در ذره تعدادِ

م دهیم نشانش P ◦
i با که ،j جای گاه بودنِ خال احتمالِ یا و P •

i ،i جای گاه اشغال بودنِ احتمال

نوشت؟ م توان هم

⟨ni⟩ = P ◦
i × (0) + P •

i × (+1)

= P •
i . (۲۵۸ .۳)

ر دی طرفِ از اما

P ◦
i + P •

i = 1. (۲۵۹ .۳)

پس

P •
i = ⟨ni⟩

P ◦
i = 1− P •

i = ⟨(1− ni)⟩). (۲۶۰ .۳)

آن م توان که است j و i جای گاه دو اشغالِ عددِ حاصلضربِ متوسط ⟨ninj⟩ دونقطه ای یِ تابع

نوشت، هم باشند اشغال جای گاه ها آن این که احتمالِ برحسبِ را

⟨ninj⟩ =P ◦◦
i,j × 0× 0 + (P ◦•

i,j × 0× 1 + P •◦
i,j )× 1× 0 + P ••

i,j × 1× 1,

=P ••
i,j (۲۶۱ .۳)

باشد. خال j جای گاه و اشغال i جای گاه که است آن احتمالِ P •◦
i,j مثلا که
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۱۲۲
تصادف فرآیندهایِ ۳

عمل گرِ اگر اما

S := 2n− 1 =

(
−1 0
0 1

)
(۲۶۲ .۳)

عمل گرِ ویژه مقادیرِ و ±1 ،S عمل گرِ ویژه مقادیرِ م کند. فرق کم وضعیت یریم ب نظر در را

چند توابع صورت این در است. ni = 1(0) باشد Si = +1(−1) اگر هستند. 0 و 1 ،n

دارند احتمال با ری دی رابطه یِ S عمل گرِ نقطه ای یِ

⟨Si⟩ = P+
i × (1) + P−

i × (−1)

= P+
i − P−

i , (۲۶۳ .۳)

و

⟨SiSj⟩ = P++
i,j − (P+−

i,j + P−+
i,j ) + P−−

i,j , (۲۶۴ .۳)

کنش⁃پخش فرآیندهایِ ۶ .۳

ی رویِ ول گشت مسئله یِ در بود. ول گشت مسئله یِ کردیم بررس قبلا که مثال هایی از ی

جهت هایِ در مختلف) نرخ هایِ با (یا مختلف احتمال هایِ با و شده رها ه شب رویِ ذره ای ه شب

مسئله داشته باشیم ذره ی از بیش ذره ی جایِ به اگر حالا م کند. حرکت ه شب رویِ مختلف

هر آیا باشیم. داشته هم با ذرات این برهم کنش موردِ در فرض هایی باید مثلا م شود. پیچیده تر

مورد در ؟ خال یا است پر یا جای گاه هر آن که یا شود؟ اشغال ذره ی از بیش با م تواند جای گاه

مجاور) جای گاه دو (مثلا رسیدند هم نزدی یِ به ذره دو وقت آیا داریم. طرد۱ م گوییم اخیر

برهم کنش آن به بود برهم کنش اگر حالت این در باشند؟ داشته م توانند برهم کنش هایی چه
بعدی۳ هم سایه یِ مثلا دوربردتر نوع از برهم کنش است ن مم م گوییم. هم سایه۲ نزدی ترین
چندگونه ذره۴ شامل که دارند وجود مدل هایی باشیم. داشته ذره گونه ی تنها است ن مم باشد.

ذرات این اگر م شوند. مطالعه کنش⁃پخش۵ فرآیندهایِ چارچوبِ در مسائل نوع این هستند.

nextnearestneighbor interaction۳ nearestneighbor interaction۲ exⅽⅼusion۱

reaⅽtion−ⅾiffusion۵ multispecies۴
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کنش⁃پخش فرآیندهایِ ۶ .۳
۱۲۳

مسئله یِ تعدادیِ به تبدیل مسئله باشند، ه شب رویِ هم از مستقل و باشند نداشته برهم کنش هم با

شود. این ها امثالِ و پخش فنا، خلق، مرگ، تولد، شامل م تواند ذرات برهم کنش م شود. تک ذره

هر که باشیم داشته جای گاه L با سیستم تک جای گاه، جایِ به ۴ .۴ .۳ مثالِ در اگر .۱ .۶ .۳ مثال

اختیار است ن مم حالت دو جای گاه هر صورت این در باشد. خال یا پر است ن مم جای گاه

با را حالت هر داریم. متمایز حالتِ 2L کلا پس تاست. 2L ن مم حالت هایِ تعدادِ و کند

2L ستون بردارِ این بعدِ م دهیم. نمایش هستند 0 بقیه و 1 آن عضوِ ی که ستون بردارِ ی

ی (پر) خال یِ حالتِ اگر بنویسیم. م توانیم هم تانسوری ضربِ زبان به را حالت ها این است.

با م توانیم را هستند خال جای گاه ها همه یِ که حالت (

(
0
1

)
)

(
1
0

)
با را جای گاه

|e1⟩ =

2L︷ ︸︸ ︷(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
· · · ⊗

(
1
0

)
. (۲۶۵ .۳)

تک جای گاه ذره یِ شمارنده یِ عمل گرِ حالت این در دهیم. نشان

n =

(
0 0
0 1

)
, (۲۶۶ .۳)

از است عبارت i جای گاه در ذره یِ شمارنده یِ عمل گرِ و

ni =

i−1︷ ︸︸ ︷
1 ⊗ 1 · · · ⊗ 1⊗n⊗

2L−i︷ ︸︸ ︷
1 ⊗ 1 · · · ⊗ 1 . (۲۶۷ .۳)

همه یِ رویِ ni عمل گرِ است. 2 × 2 واحدِ ماتریس مثال این در 1 است. واحد عمل گرِ 1 که

با است. n ذره شمارنده یِ عمل گرِ آن رویِ که i جای گاه جز است واحد عمل گرِ مثل جای گاه ها

تانسوری ضربِ خاصیتِ این از استفاده

(A⊗ 1) (1 ⊗B) = A⊗B (۲۶۸ .۳)

از است عبارت j و i جای گاه هایِ در ذره شمارنده یِ عمل گرهایِ حاصل ضربِ

ninj =

i−1︷ ︸︸ ︷
1 ⊗ · · · ⊗ 1⊗n⊗

j−i−1︷ ︸︸ ︷
1 ⊗ · · · ⊗ 1⊗n⊗

2L−j︷ ︸︸ ︷
1 ⊗ · · · ⊗ 1 . (۲۶۹ .۳)
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۱۲۴
تصادف فرآیندهایِ ۳

حالتِ هر به حالت هر از واکنش هر در کنیم فرض اگر است. 2L حالت ها تعدادِ مثال این در

یعن 2L از 2 انتخابِ ن مم واکنش هایِ تعدادِ رفت، م توان ر )دی
2L

2

)
=

(2L)!

2!(2L − 2)!
(۲۷۰ .۳)

به محدود را خودمان اگر هستند. مجاز حالت دو هر بین برهم کنش ها این صورت در است.

خیل مجاز برهم کنش هایِ نیم، ب هم سایه ها نزدی ترین بین فقط مثلا موضع برهم کنش هایِ

دوجای گاه همیلتون هایِ جمع را کل همیلتون یِ Lجای گاه، با سیستم برایِ م شوند. محدودتر

م نویسیم

H =
L−1∑
i=1

Hi,i+1, (۲۷۱ .۳)

که

Hi,i+1 := 1 ⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
i−1

⊗H ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
L−i−1

. (۲۷۲ .۳)

رفتار سیستم برای منبع مثل مرز باشد داشته مرز سیستم اگر است. واحد ماتریس 1 این جا در

م آید در زیر ل ش به همیلتون و م کند

H = h1 +

L−1∑
i=1

Hi,i+1 + hL. (۲۷۳ .۳)

م کنند. اثر ه شب آخرِ و اول جای گاه رویِ فقط hL و h1 همیلتون یِ دو

تک گونه برایِ است. جای گاه هر حالت هایِ تعدادِ اندازه یِ به ۲۷۲ .۳ در واحد ماتریس بعد

hL و h1 ،1 حالت این در . خال یا پر دارد: حالت دو جای گاه هر طرد گرفتن نظر در و ذره

است پر یا جای گاه هر طرد، اصل به توجه با است. 4 × 4 ماتریس H و 2 × 2 ماتریس

نام گذاری 4 تا 1 حالتِ از زیر صورتِ به را آن ها که دارند، آرایش چهار جای گاه دو و ، خال یا

م کنیم

◦◦ 1 (۲۷۴ .۳)
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کنش⁃پخش فرآیندهایِ ۶ .۳
۱۲۵

◦• 2 (۲۷۵ .۳)

•◦ 3 (۲۷۶ .۳)

•• 4 (۲۷۷ .۳)

است. زیر صورتِ به ه شب رویِ اه دوجای ن مم برهم کنش هایِ کل ترین

•◦ →


••, تولد
◦•, راست به پخش
◦◦, مرگ

(۲۷۸ .۳)

◦• →


•◦, چپ به پخش
••, تولد
◦◦, مرگ

(۲۷۹ .۳)

•• →


•◦, مرگ
◦◦, فنا
◦•, مرگ

(۲۸۰ .۳)

◦◦ →


•◦, تولد
••, خلق
◦• تولد

(۲۸۱ .۳)

و ورود نرخ معرفِ م تواند مرزی همیلتون یِ م دهد. نشان را ( (خال پر جای گاه (◦)• که

است. شده مختلف اسم گذاری هایِ گذارها این برایِ باشد. مرزها از ذره خروج

سیستم چنین برایِ م شود. گفته هم چپ در انعقاد۱ یا ادغام •• → •◦ به گاه

از است عبارت دوجای گاه همیلتون یِ

H =


ω11 ω12 ω13 ω14

ω21 ω22 ω23 ω24

ω31 ω32 ω33 ω34

ω41 ω42 ω43 ω44

 (۲۸۲ .۳)

ωii = −
∑
j ̸=i

ωji قطری عناصرِ و است i به j حالتِ از گذار نرخ ωij غیرِقطری عناصرِ برایِ که

هستند.
ⅽoaguⅼation۱
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۱۲۶
تصادف فرآیندهایِ ۳

این صورت در هستند. پخش ن مم برهم کنش هایِ تنها کنیم فرض بیایید .۲ .۶ .۳ مثال

•◦ → ◦•, α (۲۸۳ .۳)

◦• → •◦, β (۲۸۴ .۳)

به مربوط α ̸= β حالتِ هستند. چپ و راست به پخش نرخ هایِ ω32 = β و ω23 = α که

از است عبارت سیستم این برایِ دوجای گاه همیلتون یِ است. نامتقارن پخش

H =


0 0 0 0
0 −β α 0
0 β −α 0
0 0 0 0

 (۲۸۵ .۳)

باشد. حلقه ی ه شب بعد ی در مثلا باشد. داشته دوره ای مرزی یِ شرط مسئله است ن مم

باشیم داشته هم مرزی جمله هایِ اگر باشد. داشته مرز ما مطالعه یِ موردِ سیستم هست هم ن مم

h1 =

(
−a a′

a −a′
)
, hL =

(
−b b′

b −b′
)
, (۲۸۶ .۳)

راست مرزِ از ذره خروج و ورود نرخ b′, b و چپ مرزِ از ذره خروج و ورود نرخ به ترتیب a′, a که

است.

فرض م دهیم. نمایش P (n1, n2, · · · , nL, t) با را t زمانِ در ن مم آرایشهایِ احتمالِ

مادر معادله یِ کند. تغییر م تواند ها ni از ی لحظه هر در است. دوره ای مرزی شرط کنید

از است عبارت

∂P (n1, n2, · · · , nL, t)
∂t

=α
∑
ni

P (n1, · · · , ni−1 − 1, ni + 1, · · · , nL, t)

+ β
∑
ni

P (n1, · · · , ni + 1, ni+1 − 1, · · · , nL, t)

− (α+ β)
∑
ni

P (n1, · · · , nL, t). (۲۸۷ .۳)

بخواهیم، آن برایِ پایایی جوابِ اگر اما نیستیم. بلد معادله این حل برایِ ساده ای حل راه ما

یعن باشد، برابر آرایش ها همه یِ احتمالِ این که دارد. وجود ساده حدس ی حداقل

P (n1, n2, · · · , nL, t→ ∞)
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



کنش⁃پخش فرآیندهایِ ۶ .۳
۱۲۷

ذراتِ تعدادِ نم کند، عوض را ذرات تعدادِ پخش که آن جا از باشد. ی آرایش ها همه یِ برایِ

یعن ه شب رویِ

L∑
i=1

ni(t) =
L∑
i=1

ni(0) = N0 (۲۸۸ .۳)

میان گین ال یِ چ اولیه یِ مقدارِ همان طولان زمانِ از پس ذرات ال یِ چ این صورت در است.

یعن است. ذرات

⟨ni(t)⟩t→∞ =
N0

L
. (۲۸۹ .۳)

است ن مم نهایی حالتِ آیا که پرسید را سوال این م توان هنوز اما زدیم. حدس را جواب این ما

همین با ری دی حالتِ به تبدیل قابل اولیه N0ذره یِ با آرایش هر مثال این در باشد؟ ری دی چیزِ

تبدیل قابل ن مم آرایش هایِ همه یِ سیستم در گاه هر که دارد وجود قضیه ای است. ذره تعداد

اولیه N0ذره یِ زیرفضایِ به را خود ما که داریم توجه البته ی تاست. نهایی حالتِ باشند، هم به

حالت هر اولیه شرایط از مستقل اگر است. زیرفضا این در ما نهایی یِ جوابِ و کرده ایم محدود

فرض مثلا است. اولیه شرایط از مستقل و ی تا نهایی جوابِ کرد تبدیل بتوان حالت هر به را

ن مم واکنش هایِ کنید

•◦ → ◦•, α, (۲۹۰ .۳)

◦• → •◦, β, (۲۹۱ .۳)

◦◦ → ••, γ, (۲۹۲ .۳)

◦• → ◦◦, λ ̸= 0 (۲۹۳ .۳)

λ = 0 هم اگر باشد. ذره از خال ه شب که است این نهایی حالتِ برایِ بدیه جوابی باشند.

N0 اگر اما است. ذره از خال ه شب طولان زمان گذشتِ از پس باشد، زوج N0 اگر باشد،
1

L
نهایی ال یِ چ حالت این در م ماند. باق ذره ی طولان زمان گذشتِ از پس باشد، فرد

است.
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۱۲۸
تصادف فرآیندهایِ ۳

هم بستگ توابع تحولِ معادله ۱ .۶ .۳

مستقیما م توانیم یا کنیم شروع مادر معادله یِ از م توانیم هم بستگ تابع هایِ محاسبه یِ برایِ

چشمه جمله هایِ آوریم. دست به ⟨nk⟩ برایِ چاه و چشمه جمله هایِ نوشتن با را رابطه این هم

که است این چشمه جمله هایِ از ی مثلا شود. پر k جای گاه م شوند باعث که هستند آن هایی

است عبارت چشمه جمله ها یِ شود. پر k جای گاه α نرخ با و باشد خال k و پر k− 1 جای گاه

از

αP •◦
k−1,k =α⟨nk−1(1− nk)⟩ (۲۹۴ .۳)

βP ◦•
k,k+1 =β⟨(1− nk)nk+1⟩, (۲۹۵ .۳)

از هستند عبارت چاه جمله هایِ و

αP •◦
k,k+1 =α⟨nk(1− nk+1)⟩ (۲۹۶ .۳)

βP ◦•
k−1,k =β⟨(1− nk−1)nk⟩, (۲۹۷ .۳)

به م رسیم صورت این در

∂

∂t
⟨nk⟩ =α⟨nk−1(1− nk)⟩+ β⟨(1− nk)nk+1⟩

− α⟨nk(1− nk+1)⟩ − β⟨(1− nk−1)nk⟩, (۲۹۸ .۳)

یا

∂

∂t
⟨nk⟩ =α⟨nk−1⟩+ β⟨nk+1⟩ − (α+ β)⟨nk⟩

− (α− β) [⟨nk−1nk⟩ − ⟨nknk+1⟩] . (۲۹۹ .۳)

در که این جاست ل مش است. نشدن خاص حالت هایِ در جز معمول روش به هم معادله این حل

تابع هایِ تحولِ معادله یِ اگر شده اند. ظاهر دونقطه ای تابع هایِ تک نقطه ای تابع تحولِ معادله یِ

ظاهر سه نقطه ای هم و دونقطه ای هم تک نقطه ای، تابع هایِ هم نتیجه مان در بنویسیم را دو نقطه ای

ظاهر هم نقطه ای n+1 تابع هایِ n نقطه ای تابع هر تحولِ معادله یِ در کل حالتِ در م شوند.
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کنش⁃پخش فرآیندهایِ ۶ .۳
۱۲۹

خاص حالت هایِ اگر اما کنیم. حل را مسئله این نم توانیم ل ش این به ترتیب این به م شوند.

در است. α = β متقارن پخش برایِ م شود. ساده مسئله کنیم، نگاه را متقارن پخش مثلا

م شوند حذف دونقطه ای تابع هایِ به مربوط جملاتِ این صورت

∂

∂t
⟨nk⟩ =α [⟨nk−1⟩+ ⟨nk+1⟩ − 2⟨nk⟩] . (۳۰۰ .۳)

م رسد پایا حالتِ به سیستم که طولان زمانِ از پس

⟨nk−1⟩∞ + ⟨nk+1⟩∞ − 2⟨nk⟩∞ = 0. (۳۰۱ .۳)

معادله این جوابِ

⟨nk⟩∞ = C1 + C2k, (۳۰۲ .۳)

C2 = 0 داریم، طویل بی نهایت ه ای شب آن که یا است دوره ای مرزی شرط که حالت در اما است.

اشغالِ عددِ میان گین م رسد، پایا حالتِ به سیستم که طولان زمانِ از پس این صورت در است.

معادله یِ داشتیم. را انتظارش که است همان البته جواب این م شود. ی نواخت جای گاه هر

کنیم. استفاده م توانیم آوردیم دست به آن برایِ که جوابی از است. (۲۰۳ .۳) شبیه (۳۰۰ .۳)

پس است. ⟨ni⟩0 مثل چیزی این جا در اولیه شرط که باشیم داشته توجه باید البته

F (Z, 0) =

∞∑
j=−∞

⟨nj⟩0Zj . (۳۰۳ .۳)

به م رسیم کنیم تکرار طویل بی نهایت ه یِ شب ی برایِ را محاسبه همان مشابه اگر

F (Z, t) =e−2αt
∞∑

i=−∞
Ii(αt)Z

iF (Z, 0)

=e−2αt
∞∑

i=−∞

∞∑
k=−∞

Ii(αt)⟨nj⟩0Zi+j . (۳۰۴ .۳)

پس

⟨nk⟩t =e−2αt
∑
j

Ik−j(αt)⟨nj⟩0. (۳۰۵ .۳)
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۱۳۰
تصادف فرآیندهایِ ۳

کنیم راجای گزین تعمیم یافته بسل توابع حدّی یِ رفتارِ اگر

Ik(x) ≈
ex√
2πx

+ · · · , x≫ 1. (۳۰۶ .۳)

م آید دست به ⟨nk⟩t زمان بلندِ رفتارِ

⟨nk⟩t ∼
e−αt

√
2παt

. (۳۰۷ .۳)

مسائل

قدم 6  این 10  از که است برداشته قدم کلا 10  ول گردی ول گشت پدیده یِ در الف ⁃ ۱ .۳

م تواند رویداد این ن مم طریق چند به است. بوده چپ به آن قدم و 4  راست به آن قدم

باشد؟ اُفتاده اتفاق

(جعبه ها داد؟ قرار جعبه سه در را مشابه گلوله یِ م توان 10  ن مم طریق چند به ب⁃

تمیزناپذیراَند).  گلوله ها ول تمیزپذیراَند،

م خواهیم م شود. داده  ϵn = (n + 1/2)ℏω با هماهنگ نوسان گرِ هر انرژیِ ج⁃

دارد؟ وجود کار این برایِ راه چند کنیم. تقسیم نوسان گر  N بین  را  E ِانرژی

دارد؟ وجود کار این برایِ راه چند تقریباً باشد،  E/Nℏω ≫ اگر 1 قبل حالتِ در د⁃

یعن بوده s0 انِ م در ابتدا در ذره ساده متقارنِ ول گشتِ مساله در کنید فرض الف⁃ ۲ .۳

اولیه شرط

Pt,s

∣∣
t=0

= δs,s0

آورید. دست به را Pt,s احتمالِ است.

Pt,s احتمالِ است. s1 و s0 بین ی نواخت توزیع با ابتدا در ذره کنید فرض حالا ب⁃

آورید. دست به را
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مسائل
۱۳۱

است، q راست به رفتن احتمالِ و p چپ به رفتن احتمالِ که متقارن غیرِ ول گشتِِ ۳ .۳

را اولیه شرط دارد. قرار s = a و s = 0 در انعکاس کاملا دیوارِ دو حضورِِ در

یرید. ب P̃0,s = δs,s0

آورید. دست به را ،P̃t,s ،s انِ م در و t زمانِ در ول گرد کردنِ پیدا احتمالِ الف⁃

چیست؟ دستگاه حالت طولان زمان هایِ از پس ب⁃

است، q راست به رفتن احتمالِ و p چپ به رفتن احتمالِ که متقارن غیرِ ول گشتِِ ۴ .۳

کردنِ پیدا احتمالِ یرید. ب P̃0,s = δs,s0 را اولیه شرط دارد. قرار دیوارِی حضورِ در

آورید. دست به زیر حالتِ دو در را ،P̃t,s ،s انِ م در و t زمانِ در ول گرد

است. مبدا در کننده منعکس دیوارِی کنید فرض الف⁃

است. مبدا در جاذب کاملا دیوارِی کنید فرض ب⁃

احتمالِ یرید. ب P̃0,s را اولیه شرط دارد. قرار دیوارِی حضورِ در متقارن ول گشتِِ ۵ .۳

آورید. دست به زیر حالتِ دو در را ،P̃t,s ،s انِ م در و t زمانِ در ول گرد کردنِ پیدا

است. مبدا در کننده منعکس دیوارِی کنید فرض الف⁃

است. مبدا در جاذب کاملا دیوارِی کنید فرض ب⁃

و راست به قدم دو 1/3 احتمالِ با ، زمان گام هر در که یرید ب نظر در را ول گردی ۶ .۳

باشد، n جای گاه در Nاُم پله یِ در آن که احتمالِ برود. چپ به قدم ی 2/3 احتمالِ با

است؟ چه قدر

به رفتن احتمالِ که s = N و s = 0 در جاذب دیوارِ دو با متقارن غیرِ ول گشتِِ ۷ .۳

نظر در را است، u را بایستد سرجایش آن که احتمالِ ، ℓ چپ به رفتن احتمالِ و r راست

چه قدر شود راست سمتِ دیوارِ جذبِ و باشد s = n در ابتدا در آن که احتمالِ یرید. ب

است؟

اگر یرید. ب نظر در را مبدا در جاذب کاملا دیوارِ حضورِِ در متقارن ول گشتِِ الف⁃ ۸ .۳

چه قدر شود مبدا در دیوارِ جذبِ بالاخره آن که احتمالِ باشد، s = 1 در ابتدا در ول گرد

شود مبدا در دیوارِ جذبِ بالاخره آن که احتمالِ باشد، s = n جای گاه در ابتدا اگر است؟

است؟ چه قدر

ℓ ≥ r چپ به رفتن احتمالِ و r راست به رفتن احتمالِ که متقارن غیرِ ول گشتِِ ب⁃
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۱۳۲
تصادف فرآیندهایِ ۳

باشد، s = 1 در ابتدا در ول گرد اگر دارد. قرار جاذب کاملا دیوارِی حضورِ در است،

s = n جای گاه در ابتدا اگر است؟ چه قدر شود مبدا در دیوارِ جذبِ بالاخره آن که احتمالِ

ازایِ به جواب هایِ تان است؟ چه قدر شود مبدا در دیوارِ جذبِ بالاخره آن که احتمالِ باشد،

چیست؟ ℓ < r

است؟ چه قدر حالت هر در جذب زمانِ میان گین ج⁃

احتمالِ با زمان گام هر در ول گرد که باشد نامتقارن ول گشتِ مساله کنید، فرض حالا د⁃

باشد، چپ به ℓ احتمالِ با و م رود، راست به r احتمالِ با م ایستد، خود جایِ سرِ u

است؟ چه قدر شود مبدا در دیوارِ جذبِ بالاخره آن که احتمالِ

در دیوارِ به بالاخره آن که احتمالِ باشد، انعکاس دیوار جاذب دیوارِ جایِ به اگر ه⁃

است؟ چه قدر مبدابرسد،

در جاذب دیوارِ ی و راست سمتِ در انعکاس دیوارِ ی با متقارن غیرِ ول گشتِ ۹ .۳

چپ. سمتِ

احتمالِ با نقاط بقیه در و م رود چپ به 1 احتمالِ با برسد انعکاس دیوارِ به اگر ول گرد

دیوار جذبِ هم م رسد جاذب دیوارِ به وقت م رود. چپ به q احتمالِ با و راست به p

م شود.

قرار s = 2 در انعکاس کاملا دیوارِِ ی و s = 0 در جاذب کاملا دیوارِِ ی الف۱⁃

بیفتد، گیر جاذب دیوارِ در بالاخره آن که احتمالِ است. s = 1 در ول گرد ابتدا در دارد.

است؟ چه قدر

است؟ چه قدر نشود، جاذب دیوارِ جذبِ هیچ گاه آن که احتمالِ الف۲⁃

است؟ چه قدر جاذب دیوارِ به جذب میان گین زمانِ الف۳⁃

اگر هستند. s = N در انعکاس کاملا دیوارِِ و s = 0 در جاذب کاملا دیوارِِ ب⁃

نشان An با را جاذب دیوارِ به شدن جذب احتمالِ کند، شروع s = n جای گاه از ول گرد

م دهیم.

بنویسید. را احتمال این برایِ مادر معادله یِ ب۱⁃

چیست؟ s = 0 یعن چپ مرزِ برایِ مرزی شرط ب۲⁃

مرزی شرط این است. AN−1 و AN بین رابطه ای راست مرزِ برایِ مرزی شرط ب۳⁃
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



مسائل
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به مربوط ل ش . انعکاس کاملا دیوارِ ی و جاذب کاملا دیوارِ ی حضورِ در ول گشتِ ۹ .۳ ل ش
.۹ .۳ مسئله یِ
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۱۳۴
تصادف فرآیندهایِ ۳

.۱۲ .۳ مسئله یِ ل ش ۱۰ .۳ ل ش

چیست؟

آورید. دست به را An جاذب، دیوارِ به شدن جذب احتمالِ ب۴⁃

حالتِ p = 1, q = 0 ازایِ به است. 1 حالتِ در سیستم ابتدا در ۳ .۳ .۳ مثالِ در ۱۰ .۳

چیست؟ نهایی

دوتایِ و اول گل دانِ در قرمز آن ها دوتایِ که چهارتوپ و داریم گل دان دو الف⁃ ۱۱ .۳

و م آوریم در گلوله ی گل دان هر از زمان پله یِ هر در هستند. دوم گل دانِ در آبی آن ها

شرایط اگر است؟ چه گونه گلدان ها در توپ ها توزیع طولان زمانِ از پس م کنیم. جابه جا

م کند؟ تغییر نهایی نتیجه یِ کنیم، عوض را اولیه

شما جوابِ باشد، آبی توپِ دو دوم گل دانِ در و قرمز توپِ سه اول گل دانِ در اگر ب⁃

م شود؟ چه

Aشروع حالتِ از t = 0 زمانِ در دستگاه یرید. ب نظر در ۱۰ .۳ ل ش مطابق ماشین ۱۲ .۳

م کند.

است؟ چه قدر برود، B حالتِ به بار اولین برایِ که زمان ای میان گین الف⁃

است؟ چه قدر برگردد، A حالتِ به بار اولین برایِ که زمان ای میان گین ب⁃

A حالتِ در ابتدا در سیستم کنید یرید.فرض ب نظر در ۱۱ .۳ لِ ش مطابق ماشین ۱۳ .۳

است؟ چه گونه مختلف حالت هایِ در سیستم احتمالِ توزیع طولان زمانِ از پس است.

سرهم پشتِ آفتابی ی روزِ دو احتمالِ زمستان فصل در سرزمین در که کنید فرض ۱۴ .۳
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مسائل
۱۳۵

.۱۳ .۳ مسئله یِ ل ش ۱۱ .۳ ل ش

خواهد برف یا باران هوا 1/2 مساوی یِ احتمالِ با آفتابی روزِ هر از بعد باشد. صفر

هوا 1/4 مساوی یِ احتمالِ با و باران هوا 1/2 احتمالِ به باران روزِ هر از بعد بود.

احتمالِ با و برف هوا درصد 1/2 احتمالِ به نیز برف روزِ هر از بعد است. برف یا آفتابی

آفتابی، هوا آن که احتمالِ طولان زمانِ از پس است. باران یا آفتابی هوا 1/4 مساوی یِ

است؟ چه قدر باشد برف یا و ، باران

اتاق ها بین درهایِ ، زنگ زدنِ با م شود. رها ۱۲ .۳ ل ش مارپیچ ِ ی اتاقِ در موش ۱۵ .۳

دو، اتاق هر م کند. حرکت مختلف اتاق هایِ بین کاتوره ای طور به موش و م شود باز

در موش وقت مثلا م گیریم، هم احتمال را آن ها از عبور انِ ام که دارد در چهار یا سه

باشد دو اتاقِ در اگر و چهار اتاقِ به 1
2

احتمال با و دو اتاقِ به 1
2

احتمال با است ی اتاقِ

احتمالِ توزیع طولان زمانِ از پس م رود. سه یا پنج، ، ی اتاق ها یِ به 1
3

احتمال هایِ با

است؟ چه گونه مختلف خانه های در موش حضورِ

طور به موش زنگ، زدنِ با م شود. رها ۱۳ .۳ ل ش مارپیچ ِ ۱ خانه یِ در موش ۱۶ .۳

در که درهایی همه یِ از عبور انِ ام م کند. حرکت مختلف خانه هایِ بین کاتوره ای

به 1
2

احتمالِ با است ۱ خانه یِ در وقت یعن برابراست است، موش دست رس در هراتاق

هر از 1
3

احتمالِ با باشد ۲ خانه یِ در اگر و م رود ۳ خانه یِ به 1
2

احتمالِ با و ۲ خانه یِ
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۱۳۶
تصادف فرآیندهایِ ۳

.۱۵ .۳ مسئله یِ ل ش ۱۲ .۳ ل ش

.۱۶ .۳ مسئله یِ ل ش ۱۳ .۳ ل ش

م رود. بیرون در

کسرِ چه موش مدت این در کجاست؟ موش م شود، زده nاُم بارِ برایِ زنگ وقت الف⁃

است؟ گذرانده اتاق هر در را زمان ای

است؟ چه گونه مختلف خانه های در موش حضورِ احتمالِ توزیع طولان زمانِ از پس ب⁃

در که ول گردی که آن احتمالِ یرید. ب نظر در را متقارن ساده یِ ول گشتِ الف⁃ ۱۷ .۳

رسیدن برایِ احتمال این است؟ چه قدر برسد، 1 جای گاه به بالاخره است، مبدا در ابتدا

است؟ چه قدر n جای گاه به مبدا از

است، p > q که q و p رفتن عقب و جلو به احتمال که نامتقارن ول گشتِ برایِ ب⁃

چه قدر برسد، 1 جای گاه به بالاخره است، مبدا در ابتدا در که ول گردی که آن احتمالِ

احتمال این است؟ چه قدر n > 0 جای گاه به مبدا از رسیدن برایِ احتمال این است؟
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۱۳۷

است؟ چه قدر n < 0 جای گاه به مبدا از رسیدن برایِ

اگر یرید. ب نظر در را مبدا در انعکاس دیواری حضورِ در متقارن ول گشتِ مساله يِ ج⁃

است؟ چه قدر برود، مبدا به سرانجام آن که احتمالِ باشد، n = 1 اه جای در ابتدا در ول گرد

است؟ چه قدر برود، n = 1 به سرانجام آن که احتمالِ باشد، مبدا در ابتدا در ول گرد اگر

است؟ چه قدر برود، n = 2 به سرانجام آن که احتمالِ

حضورِ در است، q و p رفتن عقب و جلو به احتمال که متقارن غیرِ ول گشتِ مساله يِ د⁃

آن که احتمالِ باشد، مبدا در ابتدا در ول گرد اگر یرید. ب نظر در را مبدا در انعکاس دیواری

چه قدر برود، n = 2 به سرانجام آن که احتمالِ است؟ چه قدر برود، n = 1 به سرانجام

است؟

n = N و n = 0 در جاذب دیوارِ دو بین kاُم جای گاه در ابتدا در ول گردی ۱۸ .۳

بایستد جایش سر آن که احتمالِ است. α با برابر رفتن عقب و رفتن جلو احتمالِ است.

است؟ چه قدر شود n = N در واقع دیوارِ جذب که آن احتمالِ است. β = 1 − 2α

طول که زمان میان گین است؟ چه قدر شود n = 0 در واقع دیوارِ جذب که آن احتمالِ

به را شود دیوارها از ی جذبِ کرده شروع kاُم جای گاه از ابتدا که ول گردی تا م کشد

آورید. دست

ذره دو به A احتمالِ با ذره این دارد. وجود A تک ذره یِ ی ابتدا در کنید فرض ۱۹ .۳

t زمان یِ پله یِ در آن که احتمالِ م شود. نابود B := 1−A احتمالِ با و م شود تبدیل

است؟ چه قدر احتمال این طولان زمانِ از پس است؟ چه قدر باشد نمانده باق ذره ای

چهارحالته! نوزادِ ۲۰ .۳

خوردن (۴ و بازی کردن (۳ گریه کردن (۲ خوابیدن (۱ حالتِ چهار در م تواند نوزاد ی

ل ش در که ماشین با زمان گسسته مارکفِ زنجیره یِ ی مثل را نوزاد این مدلِ باشد.

با بعدی پله یِ در باشد، زمان خواب پله یِ ی در اگر یرید. ب نظر در م بینید ۱۴ .۳

در زمان پله یِ ی در اگر است. خوردن حالِ در 1

5
احتمالِ با و است خواب 4

5
احتمالِ

بازی حالِ در 1

3
احتمالِ با و است خواب 2

3
احتمالِ با بعدی پله یِ در باشد، گریه حالِ

حالِ در 1

2
احتمالِ با بعدی پله یِ در باشد، بازی حالِ در زمان پله یِ ی در اگر است.
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تصادف فرآیندهایِ ۳

.۲۰ .۳ مسئله یِ ل ش چهارحالته! نوزادِ ۱۴ .۳ ل ش

در زمان پله یِ ی در اگر بالاخره و است. خوردن حالِ در 1

2
احتمالِ با و است گریه

بازی حالِ در 1

2
احتمالِ با و است خواب 1

2
احتمالِ با بعدی پله یِ در باشد، خوردن حالِ

در این که به نتیجه این آیا است؟ حالت چه در احتمال چه با طولان مدتِ از پس است.

دارد؟ بستگ بوده حالت چه در ابتدا

تبدیل ذره دو به a نرخ با ذره این دارد. وجود A تک ذره یِ ی ابتدا در کنید فرض ۲۱ .۳

م شود. نابود نرخ همین با و م شود

A→AA, a,

A→∅, a.

آورید. دست به را باشد، n جمعیت t زمانِ در آن که احتمالِ برایِ مادر معادله یِ الف⁃

است؟ چه قدر ⟨n⟩t یعن ،t زمانِ در ذره متوسط تعدادِ ب⁃

است؟ چه قدر طولان زمانِ از پس انقراض احتمالِ ج⁃

است؟ چه قدر t زمانِ در انقراض احتمالِ د⁃

t زمانِ در آن که احتمالِ برایِ مادر معادله یِ ۲۲۲ .۳ رابطه یِ در و ۲ .۴ .۳ مثالِ در ۲۲ .۳
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آوردیم. دست به را باشد، n جمعیت

دست به را است، δn := n−⟨n⟩ که ⟨(δn)2⟩ و ⟨n2⟩ زمان یِ تحولِ معادله یِ الف⁃

آورید.

اولیه شرط ازایِ به ب⁃

Pn(0) = δn,1 (۳۰۸ .۳)

آورید. دست به زمان از تابع عنوانِ به را ⟨(δn)2⟩ و ⟨n⟩

α نرخ با م تواند A ذره یِ یرید. ب نظر در طویل بی نهایت و بعدی ی ه ای شب ۲۳ .۳

β نرخ با م گیرند قرار ر هم دی مجاورتِ در ذره دو وقت کند. حرکت راست و چپ به

نابود خود خودبه γ نرخ با باشد خال مجاورش جای گاه اگر هم ذره م شوند.ی نابود

م شود.

•◦ → ◦•, α,

◦• → •◦, α,

•• → ◦◦, β,

◦• → ◦◦, γ,

•◦ → ◦◦, γ,

بنویسید. را ⟨ni⟩ تک نقطه ای تابع تحولِ برایِ مادر معادله یِ الف⁃

توابع ⟨ni⟩ تک نقطه ای تابع تحولِ در کرد کاری م توان نرخ ها انتخابِ با آیا ب⁃

نشوند؟ ظاهر دونقطه ای

چرا؟ م کند؟ میل مقداری چه به تک نقطه ای تابع بلند زمان هایِ در ج⁃

آورید. دست به زمان از تابع عنوانِ به را تک نقطه ای تابع د⁃
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۴

تراوش

تراوش ۱ .۴

سادگ عل رغم دارد. فاز گذارِ که است مدل هایی ساده ترین از ی تراوش یا پرکولاسیون۱

استفاده اجتماع سامانه هایِ تکنولوژی، ، فیزی از مسائل بررس یِ برایِ مدل عنوانِ به تراوش

ه ای شب که یرید ب نظر در (۱ .۴) ل ش مطابق تری ال مدارِ ی از ساده ای مدلِ م شود.

داده نشان زرد رنگِ با که رسانا قطعه هایِ م توانیم ه شب این رویِ است. نارسانا و لانه زنبوری

خیل آن ها تعدادِ اگر و خاموش لامپ باشد کم رسانا قطعه هایِ تعدادِ اگر دهیم. قرار را شده اند

حدِّ در یرید. Nب را ه شب این سلول هایِ تعدادِ م شود. روشن لامپ که است بدیه شود، زیاد

سلول این که احتمالِ تعبیری به یا شود بزرگ تر nc ی از رسانا قطعه هایِ تعدادِ اگر بزرگ، ِ N

باشد، بزرگ تر pc := nc/N بحران مقدارِ ی از p م کنیم، انتخابِ تصادف صورتِ به که

به نارسانا فازِ از گذارِ از ساده مثالِ ی این است. خاموش صورت این غیرِ در و روشن لامپ

کوچ خوشه ها متوسط اندازه یِ است، کم رسانا قطعه هایِ تعدادِ که حالت در است. رسانا فازِ

م بینیم. سلول چهار خوشه یِ ی و سلول دو خوشه یِ ی تک سلول، سه (۱ .۴) ل ش در است.

چند هر است. بزرگ خوشه ها متوسط اندازه یِ است، زیاد رسانا قطعه هایِ تعدادِ که حالت در اما

داریم. هم بزرگ خیل خوشه یِ ول داریم هم سلول دو خوشه یِ

Perⅽoⅼation۱
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رویِ یا است، pc := 1 که ی بعدی بدیه یِ حالتِ مثل خاص ه هایِ شب از بعض در

با را مسئله ه ها شب بعض برایِ آورد. دست به تحلیل صورتِ به را pc م توان ۱ کیل درختِ

م کنند. حل شبیه سازی

سفید خال سلول هایِ و مربع سلول ها داریم. 150×150 مربع یِ ه یِ شب (۱ .۴) لِ ش در

بزرگ ترین دارند. مشترک یالِ ی حداقل خوشه ی درونِ سلول هایِ هستند. پر بقیه و هستند

با است. 0.45, 0.55, 0.59, 0.65, 0.75 ترتیب به اشغال احتمالِ است. سیاه رنگ خوشه

م شوند. پایین به بالا از تراوش به منجر حتماً p = 0.59 از بزرگ تر احتمال هایِ ل ش به توجه

سلول ها تعدادِ که است وقت برای pc بحران یِ احتمالِ هستند. تراوا۲ p > 0.59 با ل هایِ ش

شود. بزرگ بی نهایت

For finite lattices L < ∞, it is intuitively clear, that if the occupation probability p is small,
there is only a very tiny chance of having a cluster percolating between two opposite boundaries
(i.e., in 2d, from top-to-bottom or from left-to-right). For p close to 1, we almost certainly will
have a cluster percolating through the system. In Fig. 1.2, sites in 2d square lattices are occupied
at random with increasing occupation probability p. The occupied sites are shown in gray while
the sites belonging to the largest cluster are shown in black. Unoccupied sites are white. Note that
for p ≈ 0.59, a percolating cluster appears for the first time.

Figure 1.2: Percolation in 2d square lattices with system size L×L = 150× 150. Occupation prob-
ability p = 0.45, 0.55, 0.59, 0.65, and 0.75, respectively. Notice, that the largest cluster percolates
through the lattice from top to bottom in this example when p ≥ 0.59.

Definition 5 The percolation threshold pc is the concentration (occupation probability) p at which
an infinite cluster appears for the first time in an infinite lattice.

Note, that pc is defined with respect to an infinite lattice, that is, in the limit of L → ∞. Table
(1.1) lists the percolation threshold in various lattices and dimensions.

Exercise 1 Why is pc not well defined in a finite lattice?

1.3 Percolation in 1d

We will consider the percolation problem in 1d where it can be solved analytically. Many of the
characteristic features encountered in higher dimensions are present in 1d as well, if we know

4

پر بقیه و خال هستند سفید که نقاط داریم. 150 × 150 مربع یِ ه یِ شب ی ل ش در ۲ .۴ ل ش
0.45, 0.55, 0.59, 0.65, 0.75 ترتیب به اشغال احتمالِ است. سیاه رنگ خوشه بزرگ ترین هستند.
م شوند. پایین به بالا از تراوش به منجر حتماً p = 0.59 از بزرگ تر احتمال هایِ ل ش به توجه با است.

Perⅽoⅼateⅾ۲ Cayley Tree۱
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ی بعدی ه یِ شب در تراوش ۲ .۴

اطلاعاتِ بتوان بالاتر ابعادِ به نسبت است ن مم و است ساده تر مسئله عل الاصول ی بعد در

محدود ی بعدی مسئله یِ به را خودمان فعلا ما این بر بنا آورد. دست به بیش تری تحلیل یِ

باشد اشغال جای گاه ی این که احتمالِ یرید. ب نظر در Nجای گاه با ی بعدی ه ای شب م کنیم.

خال آن که احتمالِ قاعدتاً و p را است شده داده نشان سیاه رنگِ با پر جای گاه (۳ .۴) ل ش در که

این صورت در باشد. مستقل مختلف جای گاه دو برایِ احتمال م کنیم فرض است. 1− p باشد

است. p2 احتمال این

هستند. پر جای گاه هایِ سیاه رنگ خانه هایِ جای گاه. N با ی بعدی ه ای شب ۳ .۴ ل ش

روی داد این احتمالِ باشند. اشغال باید جای گاه ها همه یِ باشد تراوا ه شب آن که برایِ

Π(p,N) = pN (۱ .۴)

،N → ∞ حدِّ در است.

lim
N→∞

Π(p,N) =

{
0, p < 1,

1, p = 1.
(۲ .۴)

خوشه ها وجود احتمالِ و نیست تراوا سیستم است، p < 1 که حالت در .pc = 1 این بر بنا

ی آن که احتمالِ و p باشد پر دل خواه جای گاه ی آن که احتمالِ دارد. وجود مختلف ابعادِ با

جای گاه ی آن که احتمالِ است. p2 باشند، پر (چپش) راستش هم سایه یِ و دل خواه جای گاه

دو از ی دل خواه معین جای گاه این اگر است. 2p2 باشند، پر هم سایه اش دو از ی و دل خواه

طرفِ دو و باشند پر هم سایه هایش از ی و جای گاه این باید باشد، دوتایی خوشه یِ ی عضوِ

ی آن که احتمالِ است. 2p2(1− p)2 روی دادی چنین احتمالِ باشند. خال جای گاه دو خوشه

است برابر احتمال این م دهیم. نمایش Ps با را باشد s طولِ به خوشه ای عضوِ دل خواه جای گاه

با

Ps = s(1− p)2ps. (۳ .۴)
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هر به خوشه ی عضو دل خواه جای گاه که است آن احتمالِ ببندیم، جمع ها s همه یِ رویِ اگر

است. p همان احتمال این باشد. پر باید حتماً جای گاه این که است این معن اش که باشد طول

∞∑
s=1

Ps =

∞∑
s=1

s(1− p)2ps

=(1− p)2
∞∑
s=1

sps

=p(1− p)2
d

dp

∞∑
s=1

ps

=p(1− p)2
d

dp

(
p

1− p

)
= p (۴ .۴)

جای گاه این طرفِ دو است ن مم که داریم توجه است. خوشه ی از عضوی حتماً پر جای گاه هر

است این احتمالِ ،ws شرط یِ احتمالِ است. تک عضوی خوشه صورت این در که باشند خال

s طولِ به خوشه ی از عضوی جای گاه این آن که احتمالِ است، پر جای گاه ی بدانیم اگر که

قاعدتاً باشد.

pws = Ps, ⇒ ws =
Ps

p
= s(1− p)2ps−1 (۵ .۴)

ل ش به را رابطه این

ws =
Ps∑

s′=1 Ps′
=
Ps

p
(۶ .۴)

مثلا کنیم. تعریف را کمیت ی متوسط م توانیم مختلف ل هایِ ش به

S(p) =
∑
s=1

sws

=
∑
s=1

s2(1− p)2ps−1

=
(1− p)2

p

∑
s=1

s2ps
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=
(1− p)2

p

(
p
d

dp

)∑
s=1

ps

=
1 + p

1− p
(۷ .۴)

شود، انتخاب تصادف طورِ به جای گاه ی اگر متوسط گیری این در است. خوشه متوسط اندازه یِ

را ی بعدی مساله ما است. S(p) است آن به متعلق جای گاه این که خوشه ای متوسط اندازه یِ

در است. بی معن بحران احتمالِ از بزرگ تر احتمالِ و است. p < pc = 1 و کردیم بررس

بحران احتمالِ نزدی یِ

lim
p→p−c

S(p) =
2

1− p
∝ (pc − p)−1 (۸ .۴)

بنویسیم م توانیم هم زیر ل ش به را Ps

Ps =s(1− p)2ps

=s(1− p)2 es ln p

=s(1− p)2 e
−
s

sζ , (۹ .۴)

بسط از استفاده با .sζ := − 1

ln p
که

ln(1− ϵ) = −ϵ− ϵ2

2
+ · · · ≈ −ϵ (۱۰ .۴)

م شود نتیجه p ≈ pc = 1 برایِ و

ln(p) = ln(1− (1− p)) ≈ −(1− p). (۱۱ .۴)

این بر بنا

sζ = − 1

ln p
≈ 1

1− p
= (pc − p)−1, (۱۲ .۴)

صادق هم بالا ابعادِ در نتیجه این واگراست. sζ بحران نقطه یِ نزدی یِ در م دهد نتیجه که

σ بحران یِ نمایِ تعریفِ با است

lim
p→pc

sζ ∝ |pc − p|−1/σ, (۱۳ .۴)
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است. σ = 1 بعد ی در

کیل درختِ در تراوش ۳ .۴

پیداست نامش از چنان که است. کیل درختِ رویِ تراوایی است، حل قابل که ری دی مثالِ

ی در و کنیم شروع که نقطه هر از ندارد. وجود حلقه آن رویِ که است ه ای شب کیل درختِ

ی کیل درختِ هر به شویم. وارد نقطه آن به نم توانیم ری دی مسیرِ از شویم خارج آن از جهت

م دهیم. نمایش z با را آن ما و است جای گاه هر هم سایه هایِ تعدادِ که م شود داده نسبت عددِ

ه یِ شب است. z = 2 با کیل درختِ از مثال ی بعدی ه یِ شب است. z = 3 ،(۴ .۴) ل ش در

وجود متعددی مسیرهایِ شویم خارج که نقطه هر از نیست. درخت وضوح به دوبعدی مربع یِ

برایِ است. بی نهایت کیل درختِ بعدِ ر دی طرفِ از شویم. وارد نقطه همان به م توانیم که دارد

۴ .۴ ل ش

فضایِ ی در باشیم. داشته بعد از کم تعریف باید چیست بی نهایت بعدِ معن یِ ببینیم این که

به حجم نسبتِ و αd−1 آن وسطح ،αd آن حجمِ شود مقیاس α ضریبِ با ل ش اگر بعدی d

آن سطح ،α3 با متناسب حجم بعد سه در R شعاع به کره ی برایِ مثلا م شود. برابر α سطح

ثابت کمیت V (d−1)/d

S بعدی d فضایِ ی برایِ م شود. برابر α سطح به حجم نسبتِ و α2

بزرگ صورت ی به سطح و حجم داریم انتظار بعدی بی نهایت فضایِ ی برایِ این بر بنا است.
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مرکزی جای گاه عنوانِ به را جای گاه ی دهیم. انجام کیل ه یِ شب برایِ را همین کار بیایید شوند.

هستند. هم مثل جای گاه ها همه یِ و ندارد ویژه ای مشخصه یِ جای گاه این البته نیم. می انتخاب

و م شود خارج رابط z− 1 بعدی جای گاه z از کدام هر م شود.از خارج رابط z جای گاه این از

داریم مرکزی جای گاه ی صورت این در م کند. پیدا ادامه شاخه شاخه شدن این ترتیب همین به

تعدادِ م شوند. وصل جای گاه z − 1 به آن ها از هرکدام که جای گاه z اول لایه یِ در سپس و

از عبارت اند kاُم لایه یِ تا جای گاه ها

Vk =1 + z + z · (z − 1) + z · (z − 1)2 + · · ·+ z · (z − 1)k−1

=1 + z
[
1 + (z − 1) + (z − 1)2 + · · ·+ (z − 1)k−1

]
=1 +

z[(z − 1)k − 1]

(z − 1)− 1

=
z(z − 1)k − 2

z − 2
(۱۴ .۴)

آخر لایه یِ جای گاه هایِ تعدادِ است. حجم مثل چیزی تعداد این

Sk = z(z − 1)k−1 (۱۵ .۴)

از است عبارت دو این نسبتِ و

Vk
Sk

=
z(z − 1)k − 2

z(z − 2)(z − 1)k−1
(۱۶ .۴)

م شوند متناسب سطح و حجم بزرگ هایِ k حدِّ در که

Vk
Sk

∼ z(z − 1)k

z(z − 2)(z − 1)k−1
=
z − 1

z − 2
. (۱۷ .۴)

سیستم های برایِ که است چیزی این و نم کند تغییر شدن مقیاس با سطح به حجم نسبتِ

داریم. انتظار بی نهایت بعدی

در و م کنیم شروع م گیریمش مبدا که نقطه ی از کنیم حساب را تراوایی حدِّ آن که برایِ

ان ام z− 1 م رسیم، جای گاه ی به و م رویم جلو که رابط هر در م کنیم. حرکت جهت ی
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ان ام z − 1 این از مسیر ی حداقل باید تراوایی شروع برایِ دارد. وجود بعدی مسیرِ برایِ

اشغالِ احتمالِ این که گرفتن نظر در با که دارد هم سایه z−1 جای گاه هر برود. بی نهایت به بتواند

مسیرش به بتواند آن که برایِ جای گاه هر بعدی یِ هم سایه هایِ متوسط تعدادِ است، p جای گاه هر

از گذشتن با که مسیری یافتن احتمالِ باشد، (z − 1)p < 1 اگر است. (z − 1)p دهد، ادامه

پس م رود. صفر سمتِ به برود بی نهایت به اشغال شده جای گاه هایِ

pc =
1

z − 1
. (۱۸ .۴)

است. pc = 1/2 ،z = 3 برایِ مثلا

بر بنا نداریم، حلقه کیل درختِ رویِ کرد. نگاه مساله همین به م شود هم ر دی جورِ ی

جای گاه ی آن که احتمالِ م رود. بی نهایت تا حتما باشد بی نهایت طولش که خوشه ای هر این

آن که احتمالِ و م دهیم نمایش P (p) با را باشد بی نهایت طولِ به خوشه یِ ی به متعلق دل خواه

م دهیم. Q(p)نمایش با را نشود وصل بی نهایت به معین رابط ی طریق از دل خواه جای گاه ی

بررس را z = 3 حالتِ ابندا بیایید سادگ برایِ آورد. دست به روابط م توان احتمال ها این برایِ

،P (p) باشد، بی نهایت طولِ به خوشه یِ ی به متعلق دل خواه جای گاه ی آن که احتمالِ کنیم.

بی نهایت به رابط ی حداقل آن که احتمالِ ضرب در باشد پر جای گاه آن آن که احتمالِ با است برابر

بی نهایت به معین رابط ی طریق از دل خواه جای گاه ی آن که احتمالِ این بر علاوه باشد. مربوط

به بود پر اگر آن که یا باشد خال سایت آن یا آن که احتمالِ با است برابر ،Q(p) نشود، وصل

نشود وصل بی نهایت

P =p · (1−Q3),

Q =(1− p) + p ·Q2. (۱۹ .۴)

م آیند دست به P و Q معادله دو این حل از

Q(p) =

{
1,
1−p
p ,

P (p) =

{
0,

p
(
1− (1−p

p )3
)
,

(۲۰ .۴)
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دوم جوابِ و p < pc یعن زیربحران حالتِ با متناظر P = 0 و Q = 1 یعن اول جوابِ

جواب دو شود p = pc =
1
2 که حالت در است. p > pc یعن بحران فوقِ جوابِ با متناظر

معادلاتِ به دل خواه ِ z حالتِ برایِ م شوند. ی

P =p · (1−Qz),

Q =(1− p) + p ·Qz−1. (۲۱ .۴)

یعن زیربحران حالتِ با متناظر P = 0 و Q = 1 آن بدیه یِ جوابِ دست ی که م رسیم

عل الاصول که است، z − 1 مرتبه یِ از چندجمله ای Q به مربوط معادله یِ اما است. p < pc

جواب هایِ نیستند. قبول قابل که باشند مختلط است ن مم جواب ها از بعض دارد. جواب z−1

قبول قابل جوابِ چند معادله آن ببینیم که این برایِ نیستند. قبول قابل هم منف یا ی از بزرگ تر

تابع صفر هایِ که است کاف دارد

f(Q) = pQz−1 −Q+ 1− p (۲۲ .۴)

اما است. f(1) = 0 ثانیاً و است f(0) > 0 اولا کنیم. بررس را

f ′(Q0) = p(z − 1)Qz−2
0 − 1 = 0 ⇒ Q0 =

(
1

p(z − 1)

)1/(z−2)

(۲۳ .۴)

هم ما نظر موردِ ناحیه یِ در و ندارد فرینه ای تابع این باشد p(z− 1) < 1 اگر است معن این به

این بر بنا است. نزول

pc =
1

z − 1
. (۲۴ .۴)

z = 6 و p = 0.1, 0.2, · · · , 0.9 مختلفِ مقادیرِ برایِ f(Q) تابع (۵ .۴) ل ش در است.

است. شده رسم

است. p از مستقل جواب این است. P = 0 با متناظر و است Q = 1 بدیه جوابِ ی

pQz−1 −Q+ 1− p = 0,
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کیل درختِ در تراوش ۳ .۴
۱۵۱

است. شده رسم z = 6 و p = 0.1, 0.2, · · · , 0.9 مختلفِ مقادیرِ برایِ f(Q) تابع ۵ .۴ ل ش

p(Q− 1)

[
Qz−1 − 1

Q− 1
− 1

p

]
= 0,

p(Q− 1)

[
Qz−2 +Qz−3 + · · ·+Q+ 1− 1

p

]
= 0, (۲۵ .۴)

از آخر رابطه یِ در

N∑
k=0

xk =
xN+1 − 1

x− 1
(۲۶ .۴)

آورد. دست به تقریبی طورِ به را ر دی جوابِ م توان p = pc + ϵ ⪆ pc برایِ کرده ایم. استفاده

تقریبِ از استفاده با شود. ی از کوچ تر Q که داریم انتظار حد این در

Q ≈ 1 + ϵQ(1) (۲۷ .۴)

به م رسیم ϵ مرتبه یِ تا

(1 + ϵQ(1))z−2 + (1 + ϵQ(1))z−3 + · · ·+ (1 + ϵQ(1)) + 1− 1

pc + ϵ
= 0,
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۱۵۲
تراوش ۴

z−2∑
k=0

1 +
z−2∑
k=1

k ϵQ(1) − 1

pc
(1− ϵ

pc
) = 0,

z − 1− 1

pc
+ ϵ

(
(z − 2)(z − 1)

2
Q(1) +

1

p2c

)
= 0.

(۲۸ .۴)

م شود نتیجه این جا از ،ϵ مختلفِ توان هایِ ضرایبِ دادنِ قرار صفر با

pc =
1

z − 1
,

Q(1) = − 2

p2c(z − 2)(z − 1)
. (۲۹ .۴)

مرتبه این تا و

Q(p) ≈ 1− 2(p− pc)(z − 1)

pc(z − 2)
. (۳۰ .۴)

کل حالت در آورد. دست به P (p) برایِ هم جوابی م توان جواب این با متناظر

P =


0, p < pc :=

1

z − 1
2(p− pc)z(z − 1)

(z − 2)
, p ⪆ pc.

(۳۱ .۴)

به م رسیم p ⪆ pc برایِ

P =
2(p− pc)z(z − 1)

(z − 2)
∝ (p− pc)

β (۳۲ .۴)

است. β = 1 کیل درختِ برایِ β نمایِ پس
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مسائل
۱۵۳

مسائل

z = 2 یعن ی بعدی، مساله یِ برایِ آوردید، دست Q(p)به Pو (p) برایِ که نتایج ۱ .۴

م شود؟ چه
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۵

در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی

زیست شناس

عمل و واقع گرایانه ریاض یِ مدل هایِ از استفاده  و مطالعه  موضوع به م خواهیم فصل این در

ی مطالعه، موردِ موضوع است ن مم بپردازیم. زیست شناس در جمعیت تحولِ بررس یِ برایِ

جمعیتِ مطالعه یِ آن که یا بیماری، ی اپیدم یِ باشد، سن توزیع بدونِ یا با انسان جمعیتِ

چند هر باشد. این ها غیرِ یا و ویروس یا باکتری نوع ی رشدِ یا انقراض، معرض در گونه هایِ

کوچ تغییراتِ با دارند. هم به هم شباهت هایی م رسند، نطر به متفاوت مسائل ظاهراً این ها

درکِ به م تواند مدل ها نوع این مطالعه یِ کنیم. بررس را متفاوت مسائل م توانیم مدل ها در

باشد. داشته کاربرد عمل پیش بین هایِ در و کند کم مسائل نوع این دینامی یِ فرآیندهایِ

ارچ ش و ار ش مساله یِ مانند آن ها، محیط و گونه ها بین رابطه یِ بررس یِ اساساً اکولوژی،

گونه ای، چند جوامع تجدیدپذیر، منابع مدیریتِ آن ها، سهم و نقش موثر، کمیت هایِ حضورِ و

است. مطالعات این کاربردِ از وسیع حوزه ی · · · و گیاه⁃گیاه خوار سیستم های

تک ذره ای مدل هایِ ۱ .۵

و واقع دنیایِ در اما است، اه آزمایش حوزه یِ در و خاص بیش تر تک گونه ای مدل هایِ چند هر
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۱۵۶
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

باشند مختلف جملاتِ اثراتِ نشان دهنده یِ و بررس  برایِ مدل هایی م توانند هم وپی ماکروس

گونه یِ ی متوسط تعدادِ N(t) کنید فرض م گذارند. تاثیر جمعیت پویایی یِ و تحول بر که

مهاجرتِ و مرگ تولد، میزانِ دارند، نقش آن زمان یِ تحولِ در که جملات باشد. t زمانِ در خاص

نظر در باکتری نوع ی مثلا را مطالعه موردِ گونه یِ حالت ساده ترین در بیایید هستند. آن گونه

تکثیرش برایِ که باشد محیط در باکتری نوع این کنید فرض کنیم. مطالعه را آن تکثیرِ و یریم ب

آن اولِ نسل با ما اول ساعتِ در م شود. تبدیل تا دو به باکتری ی ساعت هر در و است مساعد

تعدادِ روز ی از پس م آیند. وجود به بعدی نسل هایِ یعدی ساعت هایِ در و روبه روییم باکتری

پس و چهارتا به ساعت دو از پس و تا دو به باکتری ی ساعت ی از پس م شود؟ چه قدر آن ها

م شود. تبدیل تا 224 ≈ 2×107 به ساعت 24 از پس بالاخره و 210 = 1024 به ساعت 10 از

N ≈ 2 × 107N0 آن ها تعدادِ روز ی از پس باشد، N0 باکتری ها تعدادِ ابتدا در اگر یعن

این بر بنا است. N با متناسب زمان واحدِ بر تعداد تغییرِ و است نمایی رشد این م شود.

Nt+∆t = βNt∆t+Nt = (β∆t+ 1)Nt. (۱ .۵)

گرفتیم نظر در را جمعیت رشدِ برایِ ساده مدلِ ی این جا در ما است. β∆t = 1 این جا در که

و ر دی برهم کنش  هایِ فضایی، وابستگ یِ از مثلا کردیم. مختلف ساده کننده یِ فرض هایِ و

که این ضمن کردیم. چشم پوش خارج تأثیراتِ و ر دی گونه هایِ با منابع کسبِ برایِ رقابت ها

از مختلف هایِ نسل داریم انتظار واقع مدلِ در که حال در نگرفتیم. نظر در هم را نابودی ما

نظر در باید هم را نکته این t به N بستگ یِ مدل سازی یِ برایِ باشد. داشته وجود موجود ی

نسل هایِ بین گونه ها از بعض در نه. یا دارند هم پوشان هم با متوال نسل هایِ آیا که یریم ب

باشد. زیاد هم پوشان  که است ن مم گونه ها بعض در و دارد وجود کم هم پوشان یِ متوال

آن که یا هستند؟ نسل ی به متعلق عمدتاً این ها م کنیم، صحبت t زمانِ در گونه ی تعدادِ از اگر

م توانند جدیدی نسل روز هر در حشرات از بعض مثلا دارند؟ سهم آن در مختلف نسل هایِ

موجوداتِ برایِ و ساعت مرتبه یِ از زمان این است ن مم سلول ها برایِ حال که در باشند، داشته

ی تکثیرِ مثالِ در باشد. داشته وجود نسل تغییرِ برایِ کوچ تری زمان یِ مقیاس کوچ تر

تابع را N باکتری ها جمعیتِ ما و است کم باکتری مختلفِ نسل هایِ بین هم پوشان باکتری

صحبت t = 0, 1, · · · برایِ Nt مثل گسسته کمیت از و گرفتیم t زمان یِ پله یِ از گسسته
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تک ذره ای مدل هایِ ۱ .۵
۱۵۷

تابع را N بتوانیم است ن مم باشد، داشته وجود زیادی هم پوشان یِ نسل ها بین اگر کردیم.

به م شود تبدیل ( ۱ .۵) این صورت در یریم. ب t از هم وار و پیوسته

dN

dt
= lim

∆t→0

N(t+∆t)−N(t)

∆t
= βN. (۲ .۵)

معادله این جوابِ

N(t) = N0e
βt, (۳ .۵)

باکتری ها تکثیرِ رویِ محدویت هایی زمان گذشتِ با است. غیرِواقع قطعاً جواب این اما است.

غذایی منابع محدودیتِ یا یریم، ب نظر در هم را میر و مرگ نرخ باید ما مثلا م شود، ایجاد

را مرگ عامل اثرِ ابتدا بیایید باشد. باکتری ها نمایی یِ رشدِ از جلوگیری در مهم عامل م تواند

نابودی یِ احتمالِ دهیم، نشان δ با را ∆t زمانِ در باکتری هر نابودی یِ نرخ اگر یریم. ب نظر در

استدلال با پس م شود. N کاهش باعثِ جمله این است. δ∆t زمانِ همین در باکتری هر

دادیم انجام قبلا آن چه مشابه

dN

dt
= (β − δ)N (۴ .۵)

آن جوابِ که م شود،

N(t) = N0e
(β−δ)t (۵ .۵)

دو پس بشود. هم منف م تواند نما که تفاوت این با است قبل حالتِ شبیه جواب این است.

باشد، β > δ یعن باشد، بزرگ تر مرگ نرخ از تولد نرخ اگر دهد: رخ است ن مم حالت

نمایی طورِ به جمعیت ،β < δ یعن باشد، برعکس اگر و م شود زیاد نمایی طورِ به جمعیت

مهاجرت نرخ معرفِ که I جمله یِ باید یریم ب نظر در را مهاجرت اثرِ این که برایِ م شود. کم

باشد، خارج به آن از یا سیستم به مهاجرت این که به بسته کنیم. اضافه راست سمتِ به را است

این صورت در باشد. منف یا مثبت م تواند جمله این

dN

dt
= (β − δ)N + I, (۶ .۵)
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زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

آن جوابِ و

N(t) = (N0 +
I

β − δ
)e(β−δ)t − I

β − δ
, (۷ .۵)

است.

۱ .۱ .۵ ملاحظه

در معمولا اندازه گیری آزمایش گاه و تجربی داده هایِ آوردنِ دست به و تجربی کارِ در ●

زمان پارامترِ باشند زیاد داده ها اگر چند هر م شوند. انجام گسسته زمان یِ بازه هایِ

است. پیوسته تقریباً

کامپیوتری محاسباتِ در و پیوسته زمان ریاض یِ ابزارهایِ از بیش تر تحلیل محاسبه یِ در ●

م کنیم. استفاده گسسته زمان مدل هایِ از

مد ل هایِ م کنیم. بررس تقریب عنوانِ به گسسته کردن با را زمان پیوسته مدل هایِ گاه ●

زمان پیوسته مدل هایِ در تحلیل روش هایِ با م توان تقریب به هم را زمان گسسته

کرد. بررس

تحلیل در که دارد وجود متفاوت زمان مقیاس های ما نظر مورد مساله در گاه ●

بعض کنیم. استفاده پیوسته زمان از یا و گسسته زمان مدل هایِ از است بهتر آن ها

برایِ معین زمانِ و فصل حیوانات از بسیاری مثلا هستند، زمان گسسته اساساً پدیده ها

زمان پیوسته مدل هایِ از است بهتر هم پدیده ها بعض در دارند. مثل تولیدِ و تخم گذاری

کرد. استفاده

لجستی معادله یِ ۲ .۵

وارد ونه چ را باشد) منف یا مثبت م تواند دوم (که مهاجرت یا غذایی منابع محدودیتِ اثر

ل ش به را جمعیت تحولِ معادله یِ م توانیم کل حالتِ در کنیم؟

dN

dt
= NF (N), (۸ .۵)

همان را آن کوچ ِ N در تقریب به و باشد تحلیل تابع F (N) تابع که کنیم فرض یریم. ب
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لجستی معادله یِ ۲ .۵
۱۵۹

t

N(t)

Nc

N0

.N0 متفاوتِ اولیه یِ مقدار دو برایِ لجستی معادله یِ جوابِ ۱ .۵ ل ش

پس یریم. ب تیلورِش بسط اولِ جمله یِ چند

dN

dt
=N

[
F (0) +NF ′(0) + · · ·

]
≈N (a− bN) , (۹ .۵)

b := −F ′(0) > 0 و گرفته ایم بزرگ تر مرگ نرخ از را تولد نرخ یعن a := F (0) > 0 که

منف با را م گیرد جمعیت نمایی یِ و شدید تکثیرِ جلویِ که منابع محدویتِ م خواهیم است.

ازایِ به است. معروف ۱ لجستی معادله یِ به (۹ .۵) معادله یِ کنیم. برآورده F ′(0) گرفتن
ثابت۲ نقاط این ها به م شود. صفر (۹ .۵) رابطه یِ راستِ سمتِ N = 0, a/b مقدارِ دو

باشد کوچ تر حدّی مقدارِ ی از جمعیت اگر پیداست هم معادله از که همان طور م گویند.

کم جمعیت باشد، N > Nc := a/b اگر اما م شود. زیاد جمعیت N < Nc := a/b

م شود

dN

dt
=aN

(
1− N

Nc

)
. (۱۰ .۵)

Fixed point۲ Logistic equation۱
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۱۶۰
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

گرفت انتگرال م توان معادله این از

Nc dN

N(Nc −N)
=a dt

dN

N
+

dN

Nc −N
=a dt, (۱۱ .۵)

م دهد نتیجه که

ln

[
N(Nc −N0)

N0(Nc −N)

]
= a t

N(t) =
N0Nce

at

Nc +N0(eat − 1)
, (۱۲ .۵)

،N0 ̸= 0 اولیه یِ مقدارِ هر ازایِ به ،t → ∞ طولان زمانِ از پس است. N0 := N(0) که

لجستی معادله یِ است. جاذب۱ نقطه این م گویند اصطلاح به م کند. میل Nc سمتِ به N

نوشت زیر ل ش به م توان را

dN

dt
= L(N) (۱۳ .۵)

L(N) ،(۲ .۵) ل ش در است. L(N) = aN

(
1− N

Nc

)
کردیم، بررس که حالت در که

م شود. صفر N = Nc و N = 0 نقطه یِ دو در تابع این است. شده رسم N حسبِ بر

حالت که در م شود. زیاد جمعیت و است کاف اندازه یِ به غذایی منابع باشد، N < Nc اگر

را جمعیت انذازه این نیازهایِ نم تواند و نیست کاف اندازه یِ به غذایی منابع باشد، N > Nc

م رسد. Nc حدودِ به بلند زمانِ در تا م شود کم تدریج به جمعیت حالت این در کند. تامین

مطابق L(N) تابع کنید فرض کنیم. بررس را معادلات نوع این کل یِِ حل بیایید حالا

نتیجه در و L = 0 نقاط این در هستند. ثابت نقاط D و C,B,A نقاط باشد. (۳ .۵) ل ش
dN

dt
< 0 است، L < 0 جاهایی که و dN

dt
> 0 است، L > 0 جاهایی که است. dN

dt
= 0

شود مختل کم سیستم اگر معن که این به هستند، دافع۲ ول هستند ثابت D و A نقاط است.

معن که این به است، جاذب و ثابت C نقطه یِ ببینید. را (۳ .۵) ل ش م شود. دور نقاط این از

Repuⅼsive۲ Attraⅽtive۱
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لجستی معادله یِ ۲ .۵
۱۶۱

.N حسبِ بر L(N) ۲ .۵ ل ش

و شده اند داده نشان قرمز دایره یِ با که دافع و ثابت D و A نقاط .N حسبِ بر L(N) ۳ .۵ ل ش
ول است ثابت هم B نقطه یِ شده است. داده نشان سفید دایره یِ با که است جاذب و ثابت C نقطه یِ

نیم و قرمز است ناپای دار که نقطه این در دایره از نیم است. دافع ر دی جهتِ در و جاذب جهت ی در
است. سفید است پای دار که ر دی
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ی در است. ثابت Bهم نقطه یِ بالاخره و برم گردد. نقطه این به شود مختل کم سیستم اگر

اختلال بالاخره چون هستند، دافع عملا نقاط این گونه است. دافع ر دی جهتِ در و جاذب جهت

در م شود. دور نقطه این از سیستم نهایت در و دهد رخ است ن مم باشد هم دفع جهت در که

است. جاذب نقطه یِ Nc لجستی معادله یِ

زمان گسسته ِ لجستی معادله یِ ۱ .۲ .۵

زمان پیوسته ِ لجستی معادله یِ

dN

dt
= aN

(
1− N

Nc

)
. (۱۴ .۵)

نرخ که شده فرض معادله این در هستند. N = Nc و N = 0 معادله این ثابتِ نقاط است.

مناسب گونه ها بعض جمعیتِ تحولِ بررس یِ برایِ و است زمان از مستقل مرگ و ولد و زاد

تخم گذاری برایِ معین زمانِ و فصل که حیوانات از بسیاری و پرندگان برایِ فرض این اما است.

در ول لجستی معادله یِ همان از استفاده مدل ها از ی نیست. مناسب دارند، مثل تولیدِ و

است. زمان گسسته حالتِ

Nt+∆ −Nt

∆
= aNt

(
1− Nt

Nc

)
,

Nt+∆ = (1 + a∆)Nt

(
1− Nta∆

Nc(1 + a∆)

)
. (۱۵ .۵)

پیوسته زمان ِ لجستی معادله یِ رفتارِ همان هم معادله این جواب هایِ آید، نظر به است ن مم

مناسب، زمانِ واحدِ انتخابِ و موجودات تعدادِ کردنِ بهنجار با نیست. این طور ول دارد. را

به م شود تبدیل زمان گسسته ِ لجستی معادله یِ

xt+1 = F (xt) = rxt(1− xt) 0 ≤ xt ≤ 1 (۱۶ .۵)

پارامتری r است۱. شده استفاده هم تومور رشدِ بررس یِ برایِ زمان گسسته ِ لجستی معادله یِ از

x = 0 هستند. 1− 1

r
و 0 ،(۱۶ .۵) معادله یِ ثابتِ نقاط م کند. تعیین را سیستم رفتارِ که است

بود جاذب نقطه یِ دوم ثابتِ نقطه یِ زمان پیوسته ِ لجستی معادله یِ در است. بدیه جوابِ که

م رود. حالت این به سیستم N(0) ̸= 0 هر ازایِ به اولیه شرایط از مستقل و

S.S. Cross and D.W.K. Cotton. Chaos and antichaos in pathology. Human Pathol., 25:630–637,۱

1994.https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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۱۶۳

.xt حسبِ بر F (xt) ۴ .۵ ل ش

xt ،(۵ .۵) ل ش در کنیم. بررس زمان گسسته ِ لجستی معادله یِ برایِ را مسئله همین بیایید

شده رسم r = 1, 1.5, 2 مقدارِ سه ازایِ به x0 = 0.02 اولیه یِ شرط و t = 0, 1, · · · 30 برایِ

م کند. میل ثابت نقطه یِ به x مقدارِ r = 1.5 و r = 1 ازایِ به م بینیم که همان طور است.

r = 1, 1.5, 2 مقدارِ سه ازایِ به x0 = 0.02 اولیه یِ شرط و t = 0, 1, · · · 30 برایِ xt ۵ .۵ ل ش
است. شده رسم
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م کند. نوسان ثابت مقدارِ حولِ ظاهراً r = 2 برایِ ول

r = 2 ازایِ به x0 = 0.02 اولیه یِ شرط و t = 0, 1, · · · 2500 برایِ xt ،(۶ .۵) ل ش در

م کند. میل ثابت مقدارِ به جواب ِمان بلند زمان هایِ در م بینیم که همان طور است. شده رسم

به ی نوا طورِ به N(t) آن جا در م بینیم. زمان پیوسته ِ لجستی معادله یِ با را فرق ی همین جا

پس و م کند نوسان ثابت نقطه یِ حولِ r = 2 ازایِ به مثلا این جا اما م کرد، میل ثابت نقطه یِ

م کند. میل xc ثابتِ مقدارِ به طولان زمانِ از

است. شده رسم r = 2 ازایِ به x0 = 0.02 اولیه یِ شرط و t = 0, 1, · · · 2500 برایِ xt ۶ .۵ ل ش
م کند. میل xc ثابتِ مقدارِ به طولان زمانِ از پس و م کند نوسان ثابت نقطه یِ حولِ xt

معادله یِ مستقیم حل جایِ به ایستا نقطه یِ به شدن نزدی نحوه یِ بررس یِ برایِ ر دی راه ی

متفاوتِ اولیه یِ شرط دو با F (xt) ،(۷ .۵) ل ش در است. گرافی روش از استفاده (۱۶ .۵)

در م بینیم، هم ل ش این در که همان طور است. شده رسم r = 2.5, 3, 3.5 ازایِ به x′0 و x0

است. شده رسم r = 2.5, 3, 3.5 مقدارِ سه ازایِ به x′0 و x0 متفاوتِ اولیه یِ شرط دو با xt ۷ .۵ ل ش
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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طولان زمانِ از پس و م کند نوسان ثابت نقطه یِ حولِ r = 2.5 ازایِ به جواب ِمان بلند زمان هایِ

به و م کند نوسان ثابت نقطه یِ حولِ r = 3 ازایِ به جواب ِمان م کند. میل xc ثابتِ مقدارِ به

برگردد). مجدداً هم (شاید م شود دور ثابت نقطه یِ از است ن مم حت r = 3.5 ازایِ

اگر است. dF

dx

∣∣∣
x=xc

م کند، تعیین را ثابت نقطه یِ نزدی یِ در رفتار که پارامتری

نقطه یِ باشد، |F ′(xc)| > 1 اگر و است پایدار و جاذب ثابت نقطه یِ باشد، |F ′(xc)| < 1

ثابت نقطه یِ دورِ به چرخه ای حرکت باشد، F ′(xc) = −1 که حالت در است. ناپایدار ثابت

ببینید. را (۷ .۵) ل ش است.

م کند. تعیین را ثابت نقطه یِ نزدی یِ در رفتار |F ′(xc)| ۸ .۵ ل ش

رسیده ایم ثابت نقطه یِ نزدی یِ در جوابی به کنید فرض بیایید موضوع این بهترِ فهم برایِ

xt = xc + ut, |ut| ≪ 1. (۱۷ .۵)

xc ثابتِ نقطه یِ حولِ F (xc + ut) بسط ، (۱۶ .۵) معادله یِ در جواب این جای گذاری یِ با

به م رسیم

xc + ut+1 =F (xc + ut)

=F (xc) + F ′(xc)ut + · · · . (۱۸ .۵)

م شود نتیجه ut بالاترِ و مرتبه دوم جمله یِ از چشم پوش با است، xc = F (xc) چون اما

ut+1 = F ′(xc)ut, (۱۹ .۵)

جوابش که

ut = [F ′(xc)]
tu0, (۲۰ .۵)
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دقیق تر زبانِ به است. پایدار و جاذب ثابت نقطه یِ باشد، |F ′(xc)| < 1 اگر است.

اگر اما م  رود، صفر سمتِ به ی نوا طورِ به اختلال باشد، 0 < F ′(xc) < 1 اگر ●

صفر سمتِ به دامنه اش و م کند نوسان ثابت نقطه یِ حولِ باشد، −1 < F ′(xc) < 0

م رود.

1 < اگر نیز حالت این در است. ناپایدار ثابت نقطه یِ باشد، |F ′(xc)| > 1 اگر ●

باشد، F ′(xc) < −1 اگر اما م شود، بزرگ ی نوا طورِ به اختلال باشد، F ′(xc)

شود. بزرگ دامنه اش و م کند نوسان ثابت نقطه یِ حولِ

است. ثابت نقطه یِ دورِ به چرخه ای حرکت باشد، F ′(xc) = −1 که حالت در ●

دارد ثابت نقطه یِ دو معادله این که دیدیم .(۱۶ .۵) معادله یِ حل به برگردیم

x1,c = 0, F ′(0) =r, (۲۱ .۵)

x2,c = 1− 1

r
, F ′(1− 1

r
) =2− r. (۲۲ .۵)

است. جاذب هم جواب این و است قبول قابل اول جوابِ تنها باشد، 0 < r < 1 اگر ●

اولیه شرایط از قبول قابل مقدارِ هر ازایِ به باشیم. نقطه  این نزدی یِ در نیست هم لازم

x0 > x1 > x2 > · · · (۲۳ .۵)

م کند. میل x1,c = 0 به جواب ، طولان زمانِ از پس و

x1,c = 0 که داریم قبول قابل ثابتِ نقطه یِ دو م کند، عبور 1 از و م شود بزرگ r وقت ●

در انشعاب اولین م گوییم معن این به است. جاذب و پایدار x2,c = 1− 1

r
و ناپایدار

م دهد. رخ r = 1

که x1,c = 0 جوابِ 1 < r < 3 ناحیه یِ در و r پارامترِ برایِ مقدار این از گذشتن با ●

r = 3 در انشعاب دومین م شود. پایدار x2,c = 1− 1

r
و م شود ناپایدار بود، پایدار

م شود. دوره ای جوابِ و F ′ = −1 ،r = 3 ازایِ به م دهد. رخ

که x2,c = 1 − 1

r
جوابِ 3 < r ناحیه یِ در و r پارامترِ برایِ مقدار این از گذشتن با ●

در کرد؟ باید چه ناپایدارند. جواب دو هر صورت این در م شود. ناپایدار بود، پایدار

بر را · · · و xt+3 ،xt+2 م توانیم م شود. داده xt حسبِ بر xt+1 ،(۱۶ .۵) معادله یِ
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بنویسیم. xt حسبِ

xt+1 =F
(1)(xt) = F (xt) = rxt(1− xt), (۲۴ .۵)

xt+2 =F (xt+1) = F (F (xt)) = F (2)(xt),

=r2xt(1− xt)(1− rxt(1− xt)) (۲۵ .۵)

xt+3 =F (F (F (xt))) = F (3)(xt)

=r3xt(1− xt) (1− rxt(1− xt))

×
[
(1− r2xt(1− xt)(1− rxt(1− xt))

]
, (۲۶ .۵)

...

xt+n =F (n)(xt) (۲۷ .۵)

که همان طور شده اند. رسم xt حسبِ بر F (4) تا F (1) ،r = 2 ازایِ به (۹ .۵) ل ش در

نداریم. جدیدی جوابِ هم بالاتر مرتبه هایِ در ،r = 2 ازایِ به م بینیم،

.r = 2 ازایِ به xt حسبِ بر F (4) تا F (1) ۹ .۵ ل ش

شده اند. رسم xt حسبِ بر F (2) و F (1) ،r = 3, 3.2, 3.5 ازایِ به (۹ .۵) ل ش در
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دو که داریم، جدید جوابِ چهار بالاتر مرتبه یِ در ،r > 3 ازایِ به م بینیم، که همان طور

r = 3 در پایدارند. جدید جوابِ دو اما ناپایدارند. که است قبل جوابِ همان آن ها از تا

ل ش م کند. پیدا ادامه شاخه شاخه شدن این r بزرگ شدنِ با م دهد. رخ دوم انشعابِ

ببینید. را (۱۱ .۵)

.r = 3, 3.2, 3.5 ازایِ به xt حسبِ بر زردرنگ خم F (2) و رنگ قرمز خم F (1) ۱۰ .۵ ل ش

زمان گسسته. لجستکِ معادله یِ برایِ انشعاب ۱۱ .۵ ل ش
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حشرات شیوع برایِ مدل ۲ .۲ .۵

اوقات بیش ترِ است. شمال ایِ آمری در بوم حشرات مخرب ترین از صنوبر ی جوانه یِ کرم

به کرم ها جمعیتِ بیش تر، کم یا ساله ۴۰ تقریباً دوره یِ ی در اما است، کم آن ها جمعیتِ

برم آید شواهد از م کند. نابود را درختان از بسیاری و ویران را جنگل ها م شود، زیاد شدت

صنوبر درختِ نابودی یِ به منجر پدیده این چون دارد. ادامه که است سال صدها پدیده این که

برایِ قدم اولین عنوانِ به چرخه ها این درکِ به مایل چوب صنعتِ دست اندرکارانِ شده است،

سراغ شان به پرندگان است، کم کر م ها جمعیتِ وقت هستند. مساله این مدیریتِ برایِ راه یافتن

ی اما م کنند. استفاده آن ها از تغذیه برایِ پرندگان شد، زیاد جمعیتِ شان وقت ول نم آیند.

آن ها شیوع جلویِ نم توانند پرندگان که معنا این به دارد. وجود مساله این برایِ هم اشباع حدِّ

بررس قبل بخش در که جمعیت تحولِ معادله یِ به جمله ای اضافه شدنِ به منجر این یرند. ب را

است. (۱۲ .۵) ل ش مثل چیزی کیف به  صورت جمله این م شود. کردیم

dN

dt
=aN

(
1− N

K

)
− P (N). (۲۸ .۵)

م کنیم فرض

lim
N→0

P (N) = 0

lim
N→∞

P (N) = ثابت (۲۹ .۵)

مثلا

P (N) =
BN2

A2 +N2
(۳۰ .۵)

کردنِ بی بعد با م کند. برآورده را خواص این که است تابع

u :=
N

A
, r :=

Aa

B
(۳۱ .۵)

τ :=
Bt

A
, q :=

K

A
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P (N)

N
N

.N حسبِ بر P (N) ۱۲ .۵ ل ش
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م نویسیم ساده تری ل ش به را تحول معادله يِ

du

dτ
= ru

(
1− u

q

)
− u2

1 + u2
. (۳۲ .۵)

باید آوریم دست به را ثابت نقاط این که برایِ م کنند. تعیین r و q پارامترِ دو را سیستم این رفتارِ

م شود. صفر تحول معادله یِ راستِ سمتِ نقاط چه در ببینیم

مربوط منحن هایِ تقاطع محل یا f1 = f2 معادله یِ جواب هایِ باید ،ũ = 0 از غیر به

هستند. f2(ũ) :=
ũ

1 + ũ2
و f1(ũ) := r

(
1− ũ

q

)
که آوریم، دست به را تابع دو این به

در که طور همان م شود. صفر ũ = q در و r آن ِ مبدا از عرض که است خط تابع f1(ũ)

خواهیم مختلف شیب هایِ با خط هایی r تغییرِ و q داشتن نگه ثابت با م بینیم (۱۳ .۵) ل ش

است، صفر مبدا در که است تابع f2(ũ) است. شده داده نشان نقطه چین خطوط با که داشت

شیبِ r تغییرِ با دارد. هم بیشینه ی و م کند میل صفر به محور بالایِ سمتِ از ũ → ∞ در

تابع دو برایِ تقاطع نقطه يِ ی کوچ هایِ r و بزرگ هایِ r برایِ و م شود عوض f1 خط

نقطه یِ سه هستند، آبی رنگ ناحیه یِ در خط ها که r از مقادیری ازایِ به ثابت q برایِ و داریم

داریم. ثابت نقطه یِ دو یا و ثابت نقطه يِ چهار یا ũ = 0 گرفتن نظر در با پس . داریم تقاطع

مرز این در م شود. تبدیل چهار به دو از ثابت نقاط تعدادِ که است جایی رنگ آبی ناحیه یِ مرزِ

ũ = α مثل نقطه ای در یعن است. ی هم شیبِ شان برابرند، هم با تابع دو این که بر علاوه

r

(
1− α

q

)
=

α

1 + α2
(۳۳ .۵)

−r
q
=

1− α2

(1 + α2)2
(۳۴ .۵)

م دهد نتیجه که

r =
2α3

(1 + α2)2
(۳۵ .۵)

q =
2α3

α2 − 1
(۳۶ .۵)

q → ∞ ،α→ 1+ حدِ در است. α ≥ 1 حتماً پس هستند، نامنف مقادیری q و r پارامترِ دو
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r

q

f1 

f2

.ũ حسبِ بر f2 و f1 ۱۳ .۵ ل ش

ی به نسبت α افزایش با م روند. r → 0 و q → ∞ ،α → ∞ حدِ در و r → 1/2 و

در هم q برسد. صفر به تا م شود نزول سپس و م رسد بیشینه ی به تا است صعودی r ابتدا

خم نقطه این در است. α =
√
3 ازایِ به r بیشینه یِ است. آن از نزول تابع 1 < α ناحیه یِ

ببینید. را (۱۴ .۵) ل ش دارد. تیزی۱ ی q حسبِ بر r

ناحیه یِ و داریم ثابت نقطه یِ چهار که است جایی (۱۴ .۵) ل ش در آبی رنگ ناحیه یِ

نقاط تعدادِ که است جایی ناحیه این مرزِ داریم. ثابت نقطه یِ دو که است جایی سفیدرنگ

است. α افزایش جهتِ در مرز رویِ فلش جهتِ م شود. عوض ناپیوسته طورِ به ثابت

هم ری دی نگاه از را مساله م توان آن ها بودنِ دافع یا جاذب و ثابت نقاط تعدادِ موردِ در

از است عبارت L(u) (۱۳ .۵) با مقایسه در کرد. بررس

L(u) = ru

(
1− u

q

)
− u2

1 + u2
. (۳۷ .۵)

q و r پارامترهایِ مقادیرِ به بسته است. شده رسم (۱۵ .۵) ل ش در u حسبِ بر L(u) منحن يِ

نقاط u2 و u0 = 0 نقاط آبی رنگ خم برایِ باشد. تا چهار تا دو بین م تواند ثابت نقاط تعدادِ

Ⅽusp۱
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لجستی معادله یِ ۲ .۵
۱۷۳

   

r → 1/2 

α → 1
q → ∞

  
 

q

r

1/2

α →∞ 
q → 0
r → 0

سپس و کاهش ابتدا q است. ∞ تا 1 از α افزایش جهتِ فلش جهتِ .q حسبِ بر r خم ۱۴ .۵ ل ش
م کند. پیدا کاهشش سپس و افزایش ابتدا r ول م کند پیدا افزایش
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۱۷۴
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

تا دو بین م تواند ثابت نقاط تعدادِ q و r پارامترهایِ مقادیرِ به بسته .u حسبِ بر L(u) ۱۵ .۵ ل ش
هستند. جاذب نقاط u3 و u1 و دافع نقاط u2 و u0 = 0 نقاط آبی رنگ خم برایِ باشد. تا چهار

هستند. جاذب نقاط u3 و u1 و دافع

ارچ ش و ار ش مدلِ ذره: دوگونه مدل هایِ ۳ .۵

معادلات این است. ذره گونه دو ساده یِ مدلِ ی لُتکا⁃ۇلترا۲ مدلِ یا ۱ ارچ ش و ار ش مدلِ

تحولِ توصیفِ برای معمولا که هستند ی مرتبه غیرخط یِ دیفرانسیل معادله یِ جفت ی

در ارچ ش و ار ش گونه یِ دو مدل این در م شوند. استفاده بیولوژی سیستم هایِ دینامی یِ

حالتِ معادلات این م شود. داده معادلات این با زمان حسبِ بر آن ها جمعیت و هستند تعامل

رقابت شامل دید، خواهیم که برهم کنش هایی بر علاوه که است پیچیده تری مدل هایِ از خاص

ار ش جمعیتِ مدل این در است. جهش و طبیع مرگِ بیماری، ، محیط منابع از استفاده برایِ

ارچ ش و ار ش ساده یِ مدلِ فرض هایِ م دهیم. نمایش B(t) با را ارچ ش و ،A(t) با را

هستند: این ها

را ار ش تکثیرِ خالص نرخ م شود. زیاد مرز و حد بی ار ش جمعیتِ ، ارچ ش غیابِ در ●

Lotka–Volterra۲ Predator–Prey Model ۱
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ارچ ش و ار ش مدلِ ذره: دوگونه مدل هایِ ۳ .۵
۱۷۵

طبیع یِ مرگِ نرخ و تکثیر نرخ اختلافِ م توانیم را خالص نرخ این واقع در م گیریم. a

م گیریم. طبیع اش مرگِ نرخ از بزرگ تر را ار ش تکثیرِ نرخ یریم. ب ار ش

تعدادِ هرچه م شود. ار ش جمعیتِ کم شدنِ باعثِ که است این ارچ ش حضورِ اثرِ ●

م دهد رخ زمان واحدِ در که اری ش تعدادِ باشد، بیش تر ،B ، ارچ ش تعدادِ و ،A ار، ش

با ارچ ش جمعیتِ افزایش و b نرخ با ار ش جمعیتِ کاهش باعثِ این است. بیش تر

م شود. c نرخ

م شود. کم غذایی ماده یِ نبود به خاطرِ ارچ ش جمعیتِ نباشد، اری ش که صورت در ●

اختلافِ م توانیم را خالص نرخ این یرید. ب d را ارچ ش جمعیت کاهش خالص نرخ

مرگِ نرخ از کوچ  تر را ار ش تکثیرِ نرخ یریم. ب ار ش طبیع یِ مرگِ نرخ و تکثیر نرخ

م گیریم. طبیع اش

از است عبارت ارچ ش و ار ش متوسط جمعیتِ تحولِ معادلاتِ این ها گرفتن نظر در با

dA

dt
= aA− bAB (۳۸ .۵)

dB

dt
= cAB − dB (۳۹ .۵)

کردنِ بی بعد با ول م کند، کنترل را سیستم رفتارِ که دارد وجود نرخ چهار مساله این در ظاهراً

u :=
cA

d
, v :=

bB

a
(۴۰ .۵)

τ := at, α :=
d

a
, (۴۱ .۵)

نوشت هم ساده تری ل ش به را معادلات م توان

du

dτ
= u(1− v) (۴۲ .۵)

dv

dτ
= αv(u− 1). (۴۳ .۵)

که جایی یعن معادلات، این ثابتِ نقاط ابتدا بیایید دیدیم تک گونه مدلِ موردِ در که همان طور

این آوریم. دست به را م شوند، ثابت جمعیت ها و م شود صفر بالا معادلاتِ راستِ سمتِ

.(u = 1, v = 1) ری دی و (u = 0, v = 0) ی دارند، ثابت نقطه يِ دو معادلات
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۷۶
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

نقطه یِ جالب تر حالتِ . ارچ ش نه و است ار ش نه که حالت یعن (u = 0, v = 0) نقطه یِ

یعن نقطه این حوش و حول در را سیستم اگر است. (u = 1, v = 1)

u = 1 + ϵ (۴۴ .۵)

v = 1 + δ, (۴۵ .۵)

به م رسیم پارامترها این اولِ مرتبه یِ تا باشد، ϵ, δ ≪ 1 که طوری به کنیم، رها را

dϵ

dτ
= −δ(1 + ϵ) ≈ −δ (۴۶ .۵)

dδ

dτ
= αϵ(1 + δ) ≈ αϵ. (۴۷ .۵)

م شود نتیجه معادله دو این ترکیبِ از

d2ϵ

dτ2
≈ −αϵ (۴۸ .۵)

d2δ

dτ2
≈ −αδ. (۴۹ .۵)

یعن است، دوره ای معادلات این جوابِ

u ≈ 1 + c cos(τ
√
α+ θ), (۵۰ .۵)

v ≈ 1 + c sin(τ
√
α+ θ). (۵۱ .۵)

با توابع این و است دوره ای زمان حسبِ بر ارچ ش و ار ش جمعیت های رفتارِ صورت این در

(u = ثابت، نقطه یِ به ِ نزدی خم هایِ (uv) فضایِ در این بر علاوه دارند. فاز اختلافِ هم

A =
d

c
مختصاتِ با ثابت نقطه یِ این بر بنا هستند. نقطه این دورِ به دایره هایی ،1, v = 1)

م ماند. ثابت ارچ ش و ار ش جمعیت شود، رها آن از سیستم اگر که دارد وجود ،B =
a

b
و

به زمان گذشتِ با باشند، حدی مقدارِ این از بیش تر ارها ش مثلا شود، مختل کم سیستم اگر

ثابت نقطه یِ حولِ سیستم که طوری به برعکس. و م شوند زیاد ارچ ها ش که م رسیم جایی

حولِ فاز اختلافِ ی داشتن ضمن ارچ ش و ار ش جمعیتِ ترتیب این به دارد. دوره ای حرکت
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



ارچ ش و ار ش مدلِ ذره: دوگونه مدل هایِ ۳ .۵
۱۷۷

معادله يِ دو تقسیم با دید. هم کم تر طورِ به م توان را این دوره ای دارند. حرکت ثابت نقطه یِ

م شود نتیجه هم بر (۴۲ .۵)

dv

du
= α

v(u− 1)

u(1− v)

dv

v
− dv = α du− α

du

u
(۵۲ .۵)

به م رسیم آن از انتگرال گیری با که

αu+ v − ln(uαv) = H (۵۳ .۵)

م آید دست به اولیه شرایط از که است ثابت مقداری H که

H = αu0 + v0 − ln(uα0 v0). (۵۴ .۵)

دهیم نشان م توانیم سادگ به ول داد تغییر را H مقدارِ م توان اولیه شرایط تغییرِ با چند هر

م دهد. رخ (u = 1, v = 1) ثابتِ نقطه یِ در که است، Hmin = 1 + α که

v

H6

H1

H2

H3

H4

H5

u

u حسبِ بر v خم هایِ .1 + α = Hmin < H1 < H2 < H3 < H4 < H5 < H6 ۱۶ .۵ ل ش
متفاوت. اولیه یِ شرایط ازایِ به

شده اند. رسم متفاوت اولیه یِ شرایط ازایِ به u حسبِ بر v خم هایِ (۱۶ .۵) ل ش در

ساده بسیار مدل این چند هر هستند. دوره ای مسیرهایی و بسته خم ها این م بینیم، که همان طور
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۷۸
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

شروع نقطه یِ م تواند است، نشده لحاظ آن در واقع دنیای پیچیدگ هایِ از خیل و است

ازایِ به و زمان حسبِ بر را u و v خم هایِ (۱۷ .۵) ل ش در باشد. واقع تر مدل هایِ فهم برایِ

کشیده ایم. α = 0.3

گرفته ایم. α = 0.3 این جا در زمان. حسبِ بر u و v خم هایِ ۱۷ .۵ ل ش

سال هایِ بین کانادا۲ سیاه گوش هایِ و ۱ پاشنه برف خرگوش هایِ جمعیتِ (۱۸ .۵) ل ش در

جمعیتِ فازِ اختلافِ و دوره ای رفتار ل ش این در م بینید. کانادا در پارک در ۱۹۳۵ تا ۱۸۴۵

است. مشاهده قابل گونه دو این

Canada lynx۲ Snowshoe hare۱
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بیماری ی اپیدم یِ ذره: چندگونه مدل هایِ ۴ .۵
۱۷۹

در ۱۹۳۵ تا ۱۸۴۵ سال هایِ بین کانادا سیاه گوش هایِ و پاشنه برف خرگوش هایِ جمعیتِ ۱۸ .۵ ل ش
en.wikipedia.org/wiki/LotkaVolterraequations کانادا. در پارک

بیماری ی اپیدم یِ ذره: چندگونه مدل هایِ ۴ .۵

برای اپیدمیولوژی در مدل این است. ۱SIR مدلِ بیماری ی شیوع بررس یِ برای ساده مدل

بیماری هایِ موردِ در (یا بهبودیافته بیمارهایِ و آلوده افرادِ بیماری، مستعدِ افرادِ جمعیتِ محاسبه

که است ذکر به لازم م شود. استفاده جامعه ی در مرده اند) که آن هایی کشنده و خطرناک خیل

بیماری اش بار ی که کس مدل این در نیست. مناسب بیماری ها همه یِ بررس یِ برای مدل این

کشنده و خطرناک خیل بیماری هایِ موردِ در البته م کند. پیدا العمر مادام مصونیتِ م یابد، بهبود

در هستند. مصون مجدد بیماری یِ از م میرند، که آن هایی که است بدیه و نیست فرض این

م خواهیم ما و شوند، زیادی جمعیتِ واردِ آلوده افرادِ از کوچ گروه م شود فرض مدل این

مدل این در آوریم. دست به زمان از تابع عنوان به جمعیت آن در بیماری شیوع برایِ توصیف

جمعیتِ که هستند بیماری به شدن آلوده مستعد که سالم افراد م شوند: تقسیم دسته سه به افراد

بالاخره و م دهیم نمایش I با را جمعیتِ شان که آلوده افرادِ م دهیم. نمایش S با را آن ها

که است گونه ای به مدل م دهیم. نشان R با را جمعیتِ شان که بهبودیافته بیمارهایِ

Susⅽeptibⅼe−Infeⅽteⅾ−Reⅽovereⅾ ۱

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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۱۸۰
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

است. ثابت کل جمعیتِ ●

فرد ی که راه تنها و هستند شدن بیمار مستعدِ نشده اند، بیمار تا سالم افرادِ همه یِ ●

کند، پیدا بهبودی بیمار چه است. بیمارشدن شود، خارج بیماری مستعدِ گروه از م تواند

صورت دو هر در که بمیرد، آن که چه و م کند پیدا العمر مادام مصونیتِ آن صورت در که

م پیوندد. R مجموعه یِ به

نداده ایم نشان مختلف گونه هایِ صورتِ به را نژادی و اجتماع وضعیت جنسیت، سن، ●

نم گذارد. تأثیر بیماری به ابتلا احتمال بر هیچ کدام و

ندارد. وجود ارث مصونیت ●

دارند. اختلاط هم با هم گن کاملا صورتِ به جمعیت اعضایِ ●

م گیریم. γ را بیمار فردِ ی مرگِ یا بهبودی  نرخ و β را بیماری مستعدِ فردِ ی آلوده شدنِ نرخ

S
β−→ I

γ−→ R. (۵۵ .۵)

زیر صورتِ به R و I, S جمعیتِ زمان یِ تحولِ بر حاکم معادلاتِ موارد این گرفتن نظر در با

م شود

dS

dt
= −βSI, (۵۶ .۵)

dI

dt
= βSI − γI, (۵۷ .۵)

dR

dt
= γI. (۵۸ .۵)

است ثابت N = S + I +R کل جمعیتِ روابط، این از استفاده با

dN

dt
=

dS

dt
+

dI

dt
+

dR

dt
= 0. (۵۹ .۵)

بیماری هیچ که گرفته ایم وقت را t = 0 زمانِ است. N(t)ثابت = N0 = S(0)+I(0) پس

ابتدا در .R(0) = 0 یعن است، نکرده فوت یا نکرده پیدا مصونیت هنوز

I ′(0) =
dI

dt

∣∣∣
t=0

= γI(0)

(
S(0)

Sc
− 1

)
(۶۰ .۵)
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بیماری ی اپیدم یِ ذره: چندگونه مدل هایِ ۴ .۵
۱۸۱

که صورت در و است I ′(0) > 0 باشد S(0) > Sc که صورت در است. Sc :=
γ

β
که

جمعیت که است این از معیاری SC =
γ

β
این بر بنا است. I ′(0) < 0 باشد، S(0) < Sc

فروکش بیماری یا ،(I ′(0) > 0) دهد رخ بیماری شیوع تا باشد چه قدر بیماری مستعدِ افرادِ

یعن ابتدا در بیمار افرادِ جمعیتِ پیداست هم روابط این از که همان طور .(I ′(0) < 0) کند

ندارد. (I ′(0) علامتِ (یعن بیماری شیوع عدم یا شیوع در اثری I(0)

بیمار همه بالاخره و است همه گیر بیماری حتماً آیا دهد. رخ شیوع ابتدا در کنید فرض

زمان گذشتِ با مستعد افرادِ جمعیتِ حالت هر در است، dS
dt

< 0 این که به توجه با م شوند؟

بالاخره زمان، گذشتِ با باشد برقرار بیماری شیوع شرط ابتدا در اگر حت یعن م شود، کم

م خورد، هم به شرط این که زمان یعن t1 در م خورد. هم به شیوع شرط که م رسد زمان

م کند. فروکش بیماری آن از پس و است بیشینه بیماری شیوع زمان این در م شود. I ′(t1) = 0

به م رسیم صورت این در م کنیم. تقسیم ۵۷ .۵ بر را ۵۶ .۵ معادله یِ کم پاسخ یافتن برایِ

dI

dS
=
Sc
S

− 1. (۶۱ .۵)

م شود رابطه نتیجه این انتگرال گیری یِ از

I + S − Sc lnS = I(0) + S(0)− Sc lnS(0), (۶۲ .۵)

است. S(t1) = Sc جا آن در شود. dI

dS
= 0 که است جایی بیشینه یِ جمعیتِ و

Imax =I(0) + S(0)− Sc − Sc ln(
S(0)

Sc
)

=N − Sc − Sc ln(
S(0)

Sc
). (۶۳ .۵)

بیماری یِ ی شیوع در آلوده افرادِ بیشینه یِ تعدادِ که کرد برنامه ریزی م شود Imax داشتن با

ی شیوع در بیمار از حجم این با مواجهه به قادر درمان اناتِ ام آیا و است چه قدر خاص

است افرادی تعداد S∞ م شود. I(S∞) = 0 شد، ریشه کن بیماری وقت نه. یا هست بیماری

نشده اند. آلوده هنوز بیماری شدنِ ریشه کن از پس که

اولیه یِ شرایط و معین کل جمعیتِ و Sc برایِ S برحسبِ I خم هایِ (۱۹ .۵) ل ش در

S0 + I0 = N کل جمعیتِ چون م دهند. نشان را زمان جهتِ فلش ها شده اند. رسم متفاوت
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۱۸۲
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

S + I = N

Sc 
S

I

شده اند. رسم متفاوت اولیه یِ شرایط و معین کل جمعیتِ و ِ Sc برایِ S برحسبِ I خم هایِ ۱۹ .۵ ل ش
آن هایی به مربوط سبزرنگ خم هایِ و م اُفتد اتفاق شیوع که است مواردی به مربوط قرمزرنگ خم هایِ

م دهند. نشان را زمان جهتِ فلش ها نم دهد. رخ شیوع که هستند

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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به مربوط قرمزرنگ خم هایِ م شوند. شروع S + I = N خط از خم ها همه یِ است، معین

رخ شیوع که هستند آن هایی به مربوط سبزرنگ خم هایِ و م اُفتد اتفاق شیوع که است مواردی

نم دهد.

به م رسیم تقسیم کنیم ۵۶ .۵ بر را ۵۸ .۵ معادله یِ اگر

dR

dS
= −Sc

S
, (۶۴ .۵)

جوابش که

S = S0e
−
R

Sc (۶۵ .۵)

است.

معادلات این عددی یِ حل کرد. حل م توان هم عددی روش به را ۵۸ .۵⁃۵۶ .۵ معادلاتِ

فرض شده این جا در م بینید. ۲۰ .۵ ل ش در را

S(0)

N
= 0.99,

I(0)

N
= 0.01

R(0)

N
= 0 (۶۶ .۵)

β = 0.2, γ = 0.1, (۶۷ .۵)

و SIR مدلِ آورده ایم. را نظری محاسباتِ و تجربی داده هایِ مقایسه ۲۱ .۵ ل ش در

آن ها از ی است. شده استفاده ۱۹ کوویدِ جمله از بیماری ها انواع برایِ آن از تعمیم هایی

است. SIRX model

R0 فاکتورِ ۱ .۴ .۵

از است عبارت I = 1 یعن آلوده بیمارِ ی ازایِ به δt زمانِ در آلوده بیمارانِ تعدادِ

δI = βSδt− γδt, (۶۸ .۵)

دوم بخش و م شوند آلوده δt زمانِ در که هستند تعدادی βSδt یعن اول بخش است.

δR = γδt, (۶۹ .۵)
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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۲۰ .۵ ل ش
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Figure 10.2. Bombay plague epidemic of
1905–1906. Comparison between the data (•)
and theory (◦) from the (small) epidemic
model and where the number of deaths is
approximately d R/dt given by (10.16). (After
Kermack and McKendrick 1927)

Bombay Plague Epidemic 1905–1906

This plague epidemic lasted for almost a year. Since most of the victims who got the
disease died, the number removed per week, that is, d R/dt , was approximately equal to
the number of deaths per week. On the basis that the epidemic was not severe (relative
to the population size), Kermack and McKendrick (1927) compared the actual data with
(10.15) and determined the best fit for the three parameters which resulted in

d R

dt
= 890 sech2 (0.2t − 3.4). (10.16)

This is illustrated in Figure 10.2 together with the actual epidemic data.

Influenza Epidemic in an English Boarding School 1978

In 1978 in the British medical journal, The Lancet, there was a report with detailed
statistics of a flu epidemic in a boys’ boarding school with a total of 763 boys. Of these
512 were confined to bed during the epidemic, which lasted from 22nd January to 4th
February 1978. It seems that one infected boy initiated the epidemic. This situation
has many of the requirements assumed in the above model derivation. Here, however,
the epidemic was severe and the full system has to be used. Also, when a boy was
infected he was put to bed and so we have I (t) directly from the data. Since in this
case we have no analytical solution for comparison with the data, a best fit numerical
technique was used directly on the equations (10.1)–(10.3) for comparison of the data.
Figure 10.3 illustrates the resulting time evolution for the infectives, I (t), together with
the epidemic statistics. The R-equation (10.3) is uncoupled; the solution for R(t) is
simply proportional to the area under the I (t) curve.

به مربوط ◦ و تجربی داده هایِ به مربوط • .۱۹۰۶ ⁃۱۹۰۵ بمبئ در طاعون همه گیری یِ ۲۱ .۵ ل ش
Mathematical Biology: I. An Introduction است. نظری محاسباتِ

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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۱۸۶
زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

متغیرِ تغییرِ با م کنند. پیدا مصونیت δt زمانِ در که هستند تعدادی

I(t) =: Ĩ(t)e−γt (۷۰ .۵)

م آید در زیر صورتِ به ۵۷ .۵ معادله یِ

dĨ

dt
= βSĨ. (۷۱ .۵)

γ−1 مشخصه یِ زمان با نمایی طور به آلوده جمعیتِ طرف از که م شود نتیجه بالا معادلاتِ از

افزایش باعثِ که هست ۷۱ .۵ در هم β−1 مشخصه یِ زمانِ ی ر دی طرف از و م شود کم

فردِ با تماس در شدن بیمار متوسط زمانِ ۱۹ کوویدِ بیماری یِ برایِ مثلا م شود. آلوده جمعیتِ

باشد. هفته مرتبه یِ از مرگ یا بهبودی تا بیماری متوسط زمانِ و دقیقه مرتبه یِ از است ن مم آلود

که افرادی متوسط این صورت در یریم. ب γ−1 را آلوده بودن متوسط زمانِ که است معقول پس

هستند بیماری مستعدِ جمعیت همه یِ که وقت م شوند بیمار آلوده نفر ی توسط مدت این در

βSδt ≈ R0, (۷۲ .۵)

نامیده گاه آن چنا ن که یا پایه۱ آلودگ یِ تکثیرِ میزانِ پارامترِ این است. R0 :=
βN

γ
که است

نفر ی ازایِ به آلوده افرادِ تعدادِ متوسط معرفِ پارامتر این است. R0 عامل یا فاکتورِ م شود،

آلوده هایِ تعدادِ واقع در عدد این هستند. بیماری مستعدِ جمعیت همه یِ که وقت است آلوده

باشد، R0 > 1 اگر است. جامعه در بیماری پخش سرعتِ معرفِ پارامتر این است. ثانویه

شود. محو تدریج به بیماری داریم انتظار باشد، R0 < 1 اگر و دهد رخ همه گیری داریم انتظار

تماس تعدادِ چه هر واقع در م کند. آلوده را بیش تری تعدادِ نفر ی باشد، بزرگ تر R0 هرچه

از بخش اگر است. بزرگ تر R0 باشد بیش تر آلوده بودن زمانِ و بیماری مستعدِ افرادِ با آلود فردِ

بیماری فروکش کردنِ شرط باشند، شده ایمن آن از بخش و بیماری مستعدِ جمعیت

R0 ·
S

N
< 1, (۷۳ .۵)

مجموعه یِ از بخش مدت از پس م گیریم، محدود را بیماری مدتِ ما این که به توجه با است.

Basic reproduction number۱
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جامعه اکثرِ زمان هر در صورت هر در م شود. اضافه ایمن شده افرادِ به و کم بیماری مستعدِ

از کوچ بخش بیمارند که افرادی و شده ایمن که هستند بخش یا بیماری مستعدِ جمعیت

بیماری فروکش کردنِ حدِ این بر بنا است. S + I ≈ N و R≪ S, I یعن هستند، جامعه

R0 ·
N − I

N
≈ 1,

Ic
N

≈ 1− 1

R0
, (۷۴ .۵)

75% حدودِ به ایمن شده افرادِ جمعیتِ باید باشد، R0 ≈ 4 مثلا بیماری ی برایِ اگر است.
گله ای۱ ایمن یِ یا جمع ایمن یِ ، ایمن نوع این به م کند. فروکش بیماری وییم ب تا برسد

مستعدِ افرادِ تماس احتمالِ باشد، بیش تر جامعه ای در ایمن افرادِ نسبتِ هرچه قدر م گویند.

این که برایِ مطمئن راه م کند. کم بیماری فروکش کردنِ به و م شود کم تر آلوده فردِ با بیماری

که مثال موردِ در که معن این به است. واکسیناسیون از استفاده جمع ایمن یِ به رسیدن

بیماری برسانیم، 75% به را جامعه ایمن بخش جمعیتِ بتوانیم هم واکسیناسیون با اگر زدیم

سیستم سرکوبِ یا ایمن سیستم نقص مانندِ پزش دلایل به افراد از بعض م کند. فروکش

باردار زنانِ و اطفال ظاهراً ۱۹ کوویدِ بیماری یِ موردِ در مثلا شوند. ایمن نم توانند بدن ایمن یِ

روش ی جمع ایمن یِ گروه این برایِ شوند. واکسیه نم توانند خاص بیماری هایِ بعض و

م رود. بین از به تدریج بیماری جمع ایمن یِ آستانه یِ به رسیدن از پس است. محافظت مهم

آن از فرد هر که معن این به هستند، ی دست جمعیت ها که بود شده بنا فرض این بر نتایج این

با ه ای ِ شب صورت به جوامع واقع دنیایِ در که درحال است، تماس در ری دی فرد هر با جامعه

تعدادِ با فرد هر که ای گونه به شده اند، جمع هم دور دسته هایی در افراد آن در که دارند ارتباط هم

ر دی ی به که افرادی بین فقط بیماری سرایتِ ه ها، شب این در دارد. ارتباط ر دی فردِ معدودی

ایمن مواردِ جامعه بخش هایِ بعض در و اوقات بعض این بر علاوه م دهد. رخ هستند، نزدی

به و باشد متفاوت م تواند R0 فاکتورِ این م شود باعث که م شود رعایت بیش تر قرنطینه  مثل

باشد. داشته بستگ ان م و زمان

Herd immunity۱

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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شناخته شده بیماری هایِ از دسته ای برایِ جمع ایمن یِ و R0 فاکتورِ ۱ .۵ جدول
https://en.wikipedia.org/wiki/Herd_immunity

جمع ایمن یِ به رسیدن برایِ ایمن افرادِ درصدِ R0 بیماری

92%− 95% 12− 18 سرخ
80%− 86% 5− 7 آبله
60%− 75% 2.5− 4 ۱۹ کوویدِ
33%− 44% 1.5− 1.8 آنفولانزا

مسائل

از خیل برایِ که معناست این به و است ۲ اَل کلاید واردِر نام به اثر این ⁃۱ اَل اَثرِ ۱ .۵

نه و بزرگ خیل Nهایِ در نه Ṅ
N

یعن جمعیت بر رشد آهنگ یا موثر رشدِ موجودات،

برایِ رقابت بزرگ خیل هایِ N برایِ واقع در م اُفتد. اتفاق کوچ خیل Nهایِ در

کوچ خیل هایِ N برایِ این بر علاوه م کند. سخت را موثر رشدِ ر دی منابع و غذا

رخ N برایِ متوسط مقداری ازای به موثر رشدِ این بر بنا است. سخت حیات ادامه هم

یرید. ب نظر در را زیر مثالِ م دهد.

معادله یِ الف⁃
Ṅ

N
= F (N) = r − a(N − b)2

چه مقداری ازایِ به F (N) هستند. مثبت و مدل ثابت های b و a ،r یرید. ب نظر در را

و مثبت مقادیری چه ازایِ به موثر رشدِ است؟ چه قدر بیشینه مقدارِ م شود؟ بیشینه N از

است؟ منف مقادیری چه ازایِ به

از مقادیری چه ازایِ به آورید. دست به را ثابت نقاط NF (N) تابع مطالعه یِ با ب⁃

هستند؟ ناپای دار شرایط چه تحتِ و پای دار مدل، ثابت هایِ

نتایج یا دارد؟ کیف فرقِ لجستی مدلِ با سان ی اولیه یِ شرط ازایِ به مدل این آیا ج⁃

Warder Clyde Allee۲ The Allee effect۱

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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است؟ ی سان کیف به طورِ سان ی اولیه یِ شرط ازایِ به دو هر

ثابتِ به ارچ ش و ار ش مساله يِ در ۲ .۵

H = αu0 + v0 − ln(uα0 v0).

دهید نشان و آورید دست به را آن کمینه مقدارِ دارد. بستگ اولیه شرایط به که رسیدیم

Hmin = 1 + α

است.

ماه یا نباشند ماه گیران اگر است. زیر مدلِ ماه گیری برایِ ساده ای بسیار مدل ۳ .۵

A,Nc >) م کند. رشد لجستی معادله یِ نوع از معادله ای با ماه ها جمعیتِ نگیرند

همان روز هر ماه ها تعدادِ از مستقل Bو > 0 ثابتِ نرخ با ماه گیرها کنید فرض .(0

این صورت در کنند. م صید ماه تعدادی

dN

dt
= AN(1− N

Nc
)−B.

کنید. بی بعد زیر ل ش به مناسب پارامترهایِ انتخابِ با را معادلات این الف)

dx

dτ
= x(1− x)− b.

توضیح را خود نتایج داد؟ خواهد روی اتفاق هایی چه b مختلفِ مقادیرِ حسبِ بر ب⁃

دهید.

است زیر مدلِ سرطان تومورهایِ رشدِ برای ساده مدل ۴ .۵

Ṅ = F (N) = −aN ln(N/Nc)

زمان تا هستند. مدل پارامترهایِ a,Nc > 0 و است تومور سلول هایِ تعدادِ N که

به مربوط تجربی یِ داده هایِ با ساده مدلِ این بین هایِ پیش نباشد، کوچ خیل N که

دارد. مطابقت آوری فت ش طرز به تومورها
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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آورید. دست به را مدل این در ثابت نقاط الف⁃

یا پایداری موردِ در کنید. رسم را N حسبِ بر F (N) نمودارِ کیف طورِ به ب⁃

چرا؟ ویید؟ ب م توانید چه نقاط این ناپایداری یِ

دارید؟ Nc و a پارامترهایِ برایِ فیزی ای تعبیرِ چه ج⁃

کنید. رسم مختلف اولیه یِ مقادیر برایِ را زمان حسبِ N(t)بر نمودارِ کیف طورِ به د⁃

است زیر مدلِ سرطان تومورهایِ رشدِ برایِ ر دی مدلِ ی ۵ .۵

Ṅ = F (N) = aN − bN ln(N/N1)

معادله این هستند. مدل پارامترهایِ a, b,N1 > 0 و است تومور سلول هایِ Nتعدادِ که

است. گمپِرتز۱ معادله یِ

آورید. دست به را مدل این در ثابت نقاط الف⁃

یا پایداری موردِ در کنید. رسم را N حسبِ بر F (N) نمودارِ کیف طورِ به ب⁃

چرا؟ ویید؟ ب م توانید چه نقاط این ناپایداری یِ

آورید. دست به را زمان حسبِ بر N(t) ج⁃

n(t) و برانگیخته اتم هایِ تعدادِ را N(t) است. زیر صورتِ به لیزر برایِ ساده مدل ۶ .۵

n(t) زمان یِ تحولِ معادله یِ در یرید. ب t زمانِ در القایی ِ تحری فوتون هایِ تعدادِ را

ناش فوتون هایِ تعدادِ رشدِ نرخ G چشمه جمله یِ در دارد. چاه و چشمه جمله یِ دو

از القایی ِ تحری از ناش فوتون هایِ فرارِ نرخ k چاه جمله یِ در و القایی ِ تحری از

صورت این در است. لیزر دیواره هایِ

ṅ = GnN − kn

است.

یریم ب N0 را t = 0 زمانِ در برانگیخته اتم هایِ تعدادِ اگر الف⁃

N = N0 − αn

Gompertz equation۱

https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi
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معادله، این از استفاده با است. پایه حالتِ به برانگیخته اتم هایِ برگشتِ احتمالِ α که

صورتِ به را القایی فوتون هایِ تعدادِ تحولِ معادله یِ

ṅ = F (n)

نمایش n∗ با را آن که معادله این ثابتِ نقاط n حسبِ بر F (n) نمودارِ رسم با بنویسید.

آورید. دست به است، بی بعد کمیت که N0G/k از مختلف مقادیرِ ازایِ به را م دهید

دافع اند؟ یا جاذب نقاط این N0G/k از مقادیری چه ازایِ به

رسم کیف طورِ به را N0 حسبِ بر n∗ نمودارِ یرید. ب معین را k و G پارامترهایِ ب⁃

کنید.

لیزر برایِ پیش رفته تر مدل ۷ .۵

ṅ =GnN − kn, (۷۵ .۵)

Ṅ =−GnN − fN + p, (۷۶ .۵)

در القایی ِ تحری فوتون هایِ تعدادِ n(t) و برانگیخته اتم هایِ تعدادِ N(t) که است،

فرارِ نرخ k و القایی ِ تحری از ناش فوتون هایِ تعدادِ گسیل نرخ G هستند. t زمانِ

همه یِ است. لیزر پمپِ قدرت p و لیزر دیواره هایِ از القایی ِ تحری از ناش فوتون هایِ

باشد. منف هم و مثبت م تواند هم p هستند. مثبت p جز پارامترها

کنید. بی بعد را ۷۶ .۵ و ۷۵ .۵ معادلاتِ الف⁃

آورید. دست به را آن ها نوع و ثابت نقاط ب⁃

آورید. دست به را فاز نمایِ ج⁃

دو فقط آن ها از کدام هر م کنیم فرض سادگ برایِ که یرید ب نظر در را اتم تعدادی ۸ .۵

است پایه حالتِ در که اتم دارند. E2 > E1 برانگیخته یِ و E1 پایه یِ انرژی یِ حالتِ

برانگیخته حالتِ به پایه حالتِ از ω =
E2 − E1

ℏ
بسامدِ با فوتون جذبِ با م تواند

انرژی یِ با فوتون هایِ تعدادِ است. فوتون گازِ ی حضورِ در اتم این کنید فرض برود.

را برانگیخته حالتِ در اتم ها تعدادِ و N1 را پایه حالتِ در اتم ها تعدادِ یرید. ب np را ℏω

دهد. رخ م تواند حالت چند یرید. ب N2
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زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

پایه حالتِ به و م کند تابش فوتون A21 نرخ با است برانگیخته حالتِ در که اتم ●

است. خودبه خود گسیل فرآیندِ این م رود.

محیط در که ω بسامدِ با فوتون حضورِ در است، برانگیخته حالتِ در که اتم ●

گسیل فرآیندِ این م رود. پایه حالتِ به و م کند تابش فوتون B21 نرخ با است

است. القایی

است محیط در که ω بسامدِ با فوتون حضورِ در است، پایه حالتِ در که اتم ●

جذبِ فرآیندِ این م رود. برانگیخته حالتِ به و م کند جذب فوتون B12 نرخ با

است.

بنویسید. را N2 و N1 تحولِ معادله یِ الف⁃

آورید. دست به A12 و B21, B12, np حسبِ بر را N1

N2
پایا حالتِ در ب⁃

متغیرِ تغییرِ از ۹ .۵

dτ

dt
:= I(t), (۷۷ .۵)

معادلاتِ در یعن SIR مدلِ در R و I, S جمعیتِ زمان یِ تحولِ بر حاکم معادلاتِ در

آورید. دست به را ۶۲ .۵ و ۶۵ .۵ معادلاتِ و ساده را معادلات و استفاده ۵۸ .۵ تا ۵۶ .۵

نرخ هایِ با هم مجاورت در که یرید ب نظر در را B و A ذره یِ گونه دو از سیستم ۱۰ .۵

م کنند نابود را ر ی دی داده شده

AA→ ∅, λ, (۷۸ .۵)

AB → ∅, η, (۷۹ .۵)

BB → ∅, λ. (۸۰ .۵)

و NA با را گونه ها ذراتِ تعدادِ بنویسید. را گونه ها از کدام هر تحولِ معادله یِ الف⁃

است؟ چه قدر ذرات از کدام هر تعدادِ طولان زمانِ از پس دهید. نمایش NB

متغیرهایِ تغییرِ با ب⁃

τ :=ηt, (۸۱ .۵)
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α :=
λ

η
, (۸۲ .۵)

متغیرهایِ از هم NB و NA متغیرِ دو جایِ به کنید. بی بعد را زمان تحولِ معادله هایِ

حل را آن و آورده دست به را du

dv
معادله یِ کنید. استفاده v := NB و u :=

NA

NB

کنید.

بیش ترِ جفت گیری فصل بالاست. بسیار جوندگان مثل خرگوش ها مثل تولیدِ نرخ ۱۱ .۵

ن مم و است روز س معمولا آن ها برایِ بارداری دورانِ است. سال از ماه نه خرگوش ها

م توانند بعد روز چند و بیاید دنیا به خرگوش بچه دوازده تا ی بارداری، هر در است

و سال در بار چندین که است عادی این ماده خرگوش ی برایِ شوند. باردار مجدداً

سرِ بر رقابت و غذایی منابع محدودیتِ شود. باردار بار چهار تا سه متوسط طورِ به

تعدادیِ ناحیه ای در کنید فرض است. حیوانات مرزِ و حدّ بدونِ تکثیرِ برای مانع بقا

که گیاه خواران این متوسط تعدادِ زمان یِ تحولِ دارند. وجود منطقه آن بوم یِ گیاه خوارِ

م کند. صدق ۱۰ .۵ ، لجستی معادله یِ در م دهیم نشان S با را لحظه هر در تعدادِشان

که خرگوش ها بین غذایی منابع برایِ رقابت م کنیم. محیط این واردِ را خرگوش تعدادی

معادله یِ منطقه آن بوم یِ گیاه خوارِانِ و م دهیم نشان R با را لحظه هر در تعدادِشان

معادله یِ م شود باعث موجود نوع دو این رقابتِ دهید نشان م زند. هم به را لجستی

دربیاید زیر ل ش به آن ها جمعیتِ تحولِ

dS

dt
=αS(1− S

Sc
)− βSR, (۸۳ .۵)

dR

dt
=λR− ηSR. (۸۴ .۵)

چشم پوش هم نوع هایِ شان جمعیتِ کردنِ محدود در خرگوش ها اثرِ از ما این جا در

بی نهایت را خرگوش ها ِ لجستی معادله یِ در Rc که است این مثل واقع در کرده ایم.

متغیرِ تغییرِ با باشیم. گرفته

τ :=At, (۸۵ .۵)

u :=BS, (۸۶ .۵)
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زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

v :=CR, (۸۷ .۵)

درآورید زیر بی بعدشده یِ ل ش به را موجودات این تحولِ معادله هایِ

du

dτ
=u(1− u− v), (۸۸ .۵)

dv

dτ
=av(1− bu). (۸۹ .۵)

ناپای دارند؟ یا پای دار دارد؟ ثابت نقطه یِ چند مدل این هستند؟ چه متغیر تغییرِ پارامترهایِ

است. بدن ِتان چپِ سمتِ قلبِ تان انسا ن ها بقیه یِ مثل هم شما 99.99% احتمالِ با ۱۲ .۵

قلبش مثلا یعن است، بقیه برعکس داخل اش اندام هایِ نفر ی نفر ده هزار هر از تقریباً

سمتِ جایِ به هم کبد که است حال در این است. راست سمتِ چپ، سمتِ جایِ به

حلزون ها شناخته شده یِ گونه هایِ اتفاقِ به قریب اکثر است. بدنش چپِ سمتِ راست،

هم عکس در که همان طور ببینید. را ۲۲ .۵ عکس  هستند. راست گرد که دارند صدف هایی

چپ گرد حلزونِ به من م رویم. بالا به حلزون صدفِ رویِ راست دست چرخش با م بینید

به مربوط عکس آیینه ای تبدیل و نرم افزار از استفاده با همین برایِ نداشتم. دست رس
نر⁃ماده۱ حلزون ها بیش ترِ ببینید. را ۲۳ .۵ عکس ساختم. را خیال چپ گردِ حلزونِ ی

با را چپ گرد نوع تعدادِ و R با را راست گرد نوع تعدادِ هستند. ماده هم و نر هم یعن

حلزون ها جفت گیری یِ موردِ در فرض چند .R,L ≫ 1 کنید فرض دهید. نمایش L

م کنیم:

وابستگ یِ از کند. جفت گیری م تواند ری دی حلزونِ هر با حلزون هر کنید فرض ●

و ر دی گونه هایِ با منابع کسبِ برایِ رقابت ها و ر دی برهم کنش  هایِ فضایی،

م کنیم. چشم پوش خارج تأثیراتِ

ندارد. اثر جفت انتخابِ در بودن چپ گرد یا راست گرد ●

در این صورت در یرید. ب λ را جفت گیری زمانِ) واحدِ بر احتمال (یعن آهنگِ ●

است. λdt جفت گیری احتمال ،dt زمانِ

م گذارد. تخم  s تخم گذاری هر در حلزون ●

Hermaphrodites۱
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چرخش با یعن هستند راست گرد این ها م بینید که همان طور حلزون. تعدادی صدفِ ۲۲ .۵ ل ش
پیش سال هایِ هم سرم آن چه از است کوچ بخش این ها م رویم. بالا حلزون صدفِ رویِ راست گرد
.۱۰ .۵ مسئله یِ ل ش گرفته ام. خودم را عکس ها بودند. راست گرد صدف ها همه یِ بود. کرده جمع آوری

آیینه ای تبدیل و نرم افزار از استفاده با همین برایِ نداشتم. دست رس چپ گرد حلزونِ به ۲۳ .۵ ل ش
.۱۰ .۵ مسئله یِ ل ش ساختم. را خیال چپ گردِ حلزونِ ی به مربوط عکس
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زیست شناس در جمعیت تحولِ برایِ مدل هایی ۵

جفت گیری یِ از و راست گرد حلزون هایِ راست گرد، حلزون هایِ جفت گیری یِ از ●

راست گرد حلزونِ جفت گیری یِ از م شوند. حاصل چپ گرد حلزون هایِ چپ گردها

م شوند. حاصل چپ گرد و راست گرد حلزون هایِ برابر احتمالِ با چپ گرد حلزونِ با

هستند. چپ گرد ر دی نیم و راست گرد آن ها از نیم متوسط طورِ به یعن

حلزونِ ی آوریم. دست به را L و R تحولِ معادله یِ م خواهیم بخش این در الف⁃

چپ گرد حلزون هایِ از ی یا و راست گرد حلزون هایِ از ی با است ن مم راست گرد

چپ گردها بین انتخاب L و راست گردها بین انتخاب R − 1 یعن کند، جفت گیری

راست گرد⁃ جفت گیری یِ از ناش dt مدت زمانِ در راست گردها تعدادِ تغییر دارد.

جفت گیری یِ از ناش dt مدت زمانِ در راست گردها تعدادِ تغییر است؟ چه قدر راست گرد

چیزی L و R زمان یِ تحولِ معادله یِ دهید نشان است؟ چه قدر راست گرد راست گرد⁃

است زیر صورتِ به

dR

dt
=RF1(R,L) (۹۰ .۵)

dL

dt
=LF2(R,L). (۹۱ .۵)

آورید. دست به را F2(R,L) و F1(R,L) تابع هایِ

.R,L ≫ 1 که کنید توجه یرید. ب X :=
L

R
را حلزون نوع دو تعدادِ نسبت ب⁃

آورید. دست به را X زمان یِ تحولِ

dX

dt
= G(X). (۹۲ .۵)

آورید. دست به را G(X) تابع

زمانِ از پس است. دافع کدام و جاذب کدام   آورید. دست به را مدل این ثابتِ نقاط ج⁃

باشد؟ داشته مقداری چه X دارید انتظار طولان

ار ش دستگاه ی عنوانِ به را Nb تعدادِ با روباه و Na تعدادِ با خرگوش گونه ی دو ۱۳ .۵

کم و خودشان جمعیتِ با متناسب خرگوش ها جمعیتِ ازدیادِ یرید. ب نظر در ارچ ش و

جمعیتِ کاهش روباه هاست. جمعیتِ و خودشان جمعیتِ با متناسب جمعیت ِشان شدنِ
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خودشان جمعیتِ با متناسب جمعیت ِشان ازدیادِ و خودشان جمعیتِ با متناسب روباه ها

هستند. مثبت α, β, γ, δ پارامترهایِ همه یِ خرگوش هاست. جمعیتِ و

dNa

dt
= NA(α− βNb) (۹۳ .۵)

dNb

dt
= Nb(γNa − δ). (۹۴ .۵)

کنید. بی بعد مناسب پارامترهایِ انتخابِ با را معادلات این الف⁃

کنید. پیدا را دینامی دستگاه این ثابتِ نقاط ب⁃

است؟ چه گونه ثابت نقاط این نزدی یِ در سیستم رفتارِ ج⁃
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۶

لانژون معادله یِ و براون حرکتِ

براون حرکتِ ۱ .۶

حرکت براون حرکتِ در است. براون حرکتِ غیرِتعادل دستگاه هایِ مثال هایِ ساده ترین از ی

است اتلاف نیروی نیرو این از بخش دارد. قرار نیرویی تاثیرِ تحتِ که م شود بررس ذره ای

ذره ای براون حرکتِ در است. تصادف نیرویی است اُفت وخیز با هم راه که آن رِ دی بخش و

ضربه نیروی این م شود فرض معمولا است. غوطه ور شاره ای در گیاه ی گرده یِ مثلا کوچ

برخوردها مشخصه یِ زمانِ ر دی زبانِ به دارد. ذره حرکتِ مشاهده یِ مدتِ در شدیدی تغییراتِ

شاره ول هایِ مول برخورد تاثیرِ تحتِ ذره این است. ذره سرعتِ تغییراتِ زمان از کوچ تر خیل

از است عبارت m جرم به ذره  ای حرکت معادله یِ دارد. تصادف حرکت

m
dv

dt
= −γmv + Fs(t) (۱ .۶)

Fs(t) نیرویِ و است شاره در حرکت ِ مقابل در مقاومت به مربوط ضریبی γ ذره، سرعتِ v که

است. لانژون۱ معادله یِ این است. تصادف نیرویی

Ⅼangevin۱
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لانژون معادله یِ و براون حرکتِ ۶

لانژون معادله یِ ۲ .۶

محدود ی بعدی مساله یِ به را خود سادگ برایِ م پردازیم. لانژون معادله یِ حل به بخش این در

ولهایِ مول برخوردِ از ناش تصادف نیرویِ نیست. سخت خیل سه بعد به مساله تعمیم م کنیم.

زمانِ این که گرفتن نظر در با و ولهاست مول از بزرگ تر بسیار ذره ابعادِ و است ذره با شاره

است، زیاد بسیار ذره حرکتِ مشاهده یِ مدتِ در برخوردها تعدادِ و کوچ بسیار را برخوردها

مختلف زمان دو در نیرو دوم ممان و صفر تصادف نیرویِ این آنسامبل یِ متوسط م کنیم فرض

هستند زیر صورتِ به

⟨Fs(t)⟩ = 0, (۲ .۶)

⟨Fs(t)Fs(t
′)⟩ = Γδ(t− t′). (۳ .۶)

زمان یِ فاصله هایِ در که ضربه هایی بین هم بستگ ای هیچ که م دهد نشان زمان در دلتا تابع

تصادف نیرویِ قدرتِ از معیاری Γ ندارد. وجود م شود وارد ذره به (t′, t′+dt′) و (t, t+dt)

۱ .۶ معادله یِ داد. ارائه پدیده این برایِ کم توصیف ۱۹۰۵ سالِ در بار اولین برایِ انشتین است.

بنویسیم زیر ل ش به م توانیم را بعد ی در

dv

dt
+ γv = ζ(t), (۴ .۶)

نیرویِ و v(t) ذره سرعتِ به v(t+δt) که م شود دیده معادله این از است. ζ(t) := Fs(t)

m
که

سمتِ Fs(t) تصادف یِ جمله یِ اگر دارد. بستگ آن از قبل تر طبیعتاً و t زمانِ در Fs(t) تصادف

جمله این حضورِ علتِ به حالا اما بود. ۱ تعین معادله یِ ی معادله این نبود، ۱ .۶ معادله یِ راستِ

u(t) := v(t) exp(γt) متغیرِ تغییرِ با که است، تصادف دیفرانسیل معادله یِ ی معادله این

م شود ساده تر آن ل ش

du

dt
= (

dv

dt
+ γv)eγt = ζ(t)eγt. (۵ .۶)

است. ساده تر اخیر معادله یِ این حل

u(t) = u(0) +

∫ t

0
dt′ ζ(t′) eγt

′
, (۶ .۶)

ⅾeterⅿinistiⅽ۱
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لانژون معادله یِ ۲ .۶
۲۰۱

به م شود تبدیل v(t) حسبِ بر جای گذاری با که

v(t) = v(0)e−γt +

∫ t

0
dt′

Fs(t
′)

m
eγ(t

′−t). (۷ .۶)

و تعین بخش دو به جوابش م بینیم کرده ایم، حل را ۱ .۶ تصادف یِ دیفرانسیل معادله یِ که حالا

اگر است. تصادف دوم جمله یِ و تعین ۷ .۶ در جواب اولِ جمله یِ است. شده تقسیم تصادف

کنیم محاسبه را طرف دو متوسط

⟨v(t)⟩ =⟨v(0)⟩e−γt +

∫ t

0
dt′

⟨Fs(t
′)⟩

m
eγ(t

′−t)

=v(0)e−γt. (۸ .۶)

استفاده ۲ .۶ از همین طور و است خودش با برابر تعین کمیت ی متوسط این که از این جا در

کمیت آن از ر دی بخش و ، تعین است متوسطش مقدارِ همان که ذره سرعتِ از بخش کرده ایم.

t′ زمان هایِ در تصادف نیروی به t زمانِ در سرعت داریم انتظار که همان طور است. تصادف

کردنِ مجذور با است. t از بعد زمان هایِ در نیرو اندازه یِ از مستقل و دارد بستگ t از کوچ تر

به م رسیم ۷ .۶ رابطه یِ

v2(t) =v2(0)e−2γt +

∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′

Fs(t
′)Fs(t

′′)

m2
eγ(t

′+t′′−2t)

+ 2v(0)

∫ t

0
dt′

Fs(t
′)

m
eγ(t

′−2t). (۹ .۶)

م شود نتیجه معادله این طرفِ دو از متوسط گیری با

⟨v2(t)⟩ =v2(0)e−2γt +

∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′

⟨Fs(t
′)Fs(t

′′)⟩
m2

eγ(t
′+t′′−2t)

=v2(0)e−2γt +

∫ t

0
dt′

∫ t

0
dt′′

Γδ(t′ − t′′)

m2
eγ(t

′+t′′−2t)

=v2(0)e−2γt +
Γ

m2

∫ t

0
dt′e2γ(t

′−t)

=v2(0)e−2γt +
Γ

2γm2
(1− e−2γt). (۱۰ .۶)
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۲۰۲
لانژون معادله یِ و براون حرکتِ ۶

این جا از

⟨v2(t)⟩ − ⟨v(t)⟩2 = Γ

2γm2
(1− e−2γt) (۱۱ .۶)

t زمانِ در ذره متوسط جنبش یِ انرژی یِ

⟨K⟩ = K0e
−2γt +

Γ

4γm
(1− e−2γt) (۱۲ .۶)

انرژی یِ به مربوط که اول جمله یِ ،t≫ 1

γ
بلند، زمان هایِ در کرده ایم. استفاده ۳ .۶ از این جا در

عبارت متوسط جنبش یِ انرژی یِ و ندارد اهمیت این بر بنا و م شود صفر است، اولیه جنبش یِ

از است

lim
t→∞

⟨K⟩ = Γ

4γm
. (۱۳ .۶)

م شود تعیین Γ ضریبِ ،⟨K⟩ = 1

2
kBT هم پارش، قضیه یِ از استفاده با مرحله این در

Γ = 2γmkBT. (۱۴ .۶)

زیاد دمایِ معادلِ بزرگ یِ Γ و است تصادف نیرویِ قدرتِ از معیاری Γ گفتیم که همان طور

بلند زمان هایِ در است.

lim
t→∞

⟨v(t)⟩ = 0, (۱۵ .۶)

lim
t→∞

[⟨v2(t)⟩ − ⟨v(t)⟩2] = kBT

m
. (۱۶ .۶)

به م رسیم e−2γt ≈ 1− 2γt از استفاده با کوچ زمان هایِ در یعن حرکت ابتدایِ در

lim
t→0

⟨v(t)⟩ = v0, (۱۷ .۶)

lim
t→0

[⟨v2(t)⟩ − ⟨v(t)⟩2] = Γ

m2
t =

2γkBT

m
t (۱۸ .۶)

آوریم دست به م توانیم هم را مختلف زمانِ دو در سرعت هم بستگ یِ

⟨v(t1)v(t2)⟩ =v2(0)e−γ(t1+t2) +

∫ t1

0
dt′

∫ t2

0
dt′′

⟨Fs(t
′)Fs(t

′′)⟩
m2

eγ(t
′+t′′−t1−t2)
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لانژون معادله یِ ۲ .۶
۲۰۳

=(v2(0)− Γ

2γm2
)e−γ(t1+t2) +

Γ

2γm2
e−γ(t2−t1).

(۱۹ .۶)

م شود نتیجه سرعت از مستقیم انتگرال گیری یِ با وییم. ب م توانیم چه ان م موردِ در ببینیم حالا

x(t) =x(0) +

∫ t

0
dt′ v(t′), (۲۰ .۶)

آوریم. دست به را ⟨x(t)⟩ م توانیم طرف دو از متوسط گیری با همین جا از

⟨x(t)⟩ =x(0) +
∫ t

0
dt′ ⟨v(t′)⟩

=x(0) +

∫ t

0
dt′ v(0)e−γt′

= x(0) +
v(0)

γ
(1− e−γt). (۲۱ .۶)

دست به م توانیم هم سرعت تصادف یِ تابع جاگذاری یِ و ۷ .۶ از استفاده با را نتیجه همین

آوریم.

x(t) =x(0) +

∫ t

0
dt′ v(0)e−γt′ +

∫ t

0
dt′

∫ t′

0
dt′′

Fs(t
′′)

m
eγ(t

′′−t′),

=x(0) +
v(0)

γ
(1− e−γt) +

∫ t

0
dt′′

Fs(t
′′)

γm
(1− eγ(t

′′−t)). (۲۲ .۶)

کرده ایم. جابه جا را t′′ و t′ روی انتگرال گیری ترتیبِ آخر رابطه یِ ∫در t

0
dt′

∫ t′

0
dt′′A(t, t′, t′′) =

∫ t

0
dt′′

∫ t

t′′
dt′A(t, t′, t′′). (۲۳ .۶)

آوریم. دست م توانیم طریق همین به نیز را ⟨x2(t)⟩

⟨x2(t)⟩ =x2(0) + 2x(0)

∫ t

0
dt′ ⟨v(t′)⟩+

∫ t

0
dt′1

∫ t

0
dt′2 ⟨v(t′1)v(t′2)⟩.

(۲۴ .۶)

م شود نتیجه این ها کردنِ جمع وجور با

⟨x2(t)⟩ − ⟨x(t)⟩2 = Γ

m2γ3

[
γt− 2(1− e−γt) +

1

2
(1− e−2γt)

]
(۲۵ .۶)
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۲۰۴
لانژون معادله یِ و براون حرکتِ ۶

باشد ساکن و مبدا در ابتدا در ذره اگر

x(0) = 0, v(0) = 0, (۲۶ .۶)

بلند زمان هایِ در این صورت در است.

lim
t→∞

⟨x(t)⟩ = 0, (۲۷ .۶)

lim
t→∞

[⟨x2(t)⟩ − ⟨x(t)⟩2] = Γ

m2γ2
t. (۲۸ .۶)

ابتدایِ در است. t1/2 صورتِ به زمان حسبِ بر واریانس تابعیت طولان زمانِ از پس یعن

از استفاده با کوچ زمان هایِ در یعن حرکت

e−αt ≈ 1− αt+
α2

2
t2 − α3

3
t3, (۲۹ .۶)

به م رسیم

lim
t→0

⟨x(t)⟩ = 0, (۳۰ .۶)

lim
t→0

[⟨x2(t)⟩ − ⟨x(t)⟩2] = Γt3

3m2
. (۳۱ .۶)

طولان زمانِ از پس ، t3/2 صورتِ به زمان حسبِ بر واریانس تابعیت حرکت ابتدایِ در پس

است. نمایی تابع شامل و پیچیده آن رفتارِ هم میان زمان هایِ در است. t با متناسب

هم آهنگ نوسان گرِ ۳ .۶

است زیر صورتِ به هم آهنگِ نوسان گرِ برایِ لانژون معادله یِ

m
dv

dt
= −γmv −Kr + Fs(t) (۳۲ .۶)

بعدی ی ساده ترِ حالتِ در

dvx
dt

= −γv − kx+ ζ(t), (۳۳ .۶)

است. k :=
K

m
که
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فوکر⁃پلانک معادله یِ ۴ .۶
۲۰۵

فوکر⁃پلانک معادله یِ ۴ .۶

کرامرز⁃مویال معادله یِ ۵ .۶

مسائل

ون س حالتِ از و r0 = hk ارتفاع از گرانش نیرویِ تحتِ m جرم به ریزی قطره  یِ ۱ .۶

نیرویِ تاثیرِ تحتِ سقوط حین در قطره این کنید فرض م شود. رها v0 = 0 یعن

از ناش که تصادف نیرویِ ی و −γmv است، سرعت با متناسب که هوا مقاومتِ

به است ن مم سقوط حین قطره این دارد. قرار Fs(t) است، هوا ول هایِ مول برخوردِ

حرکتِ برایِ نیون قانونِ شود. منحرف هم مختلف جهت هایِ به تصادف نیرویِ خاطرِ

قطره این

m
dv

dt
= −γmv −mgk + Fs(t) (۳۴ .۶)

خواص این با است برداری Fs(t) تصادف یِ نیرویِ است.

⟨Fs,i(t)⟩ = 0,

⟨Fs,i(t)Fs,j(t
′)⟩ = δijΓδ(t− t′),

نیرو این مختلفِ مولفه هایِ این بر بنا است. تصادف نیرویِ اُم i مولفه یِ Fs,i(t) که

تبدیل مستقل معادله یِ سه به ذره این حرکتِ برایِ نیوتن معادله یِ هستند. ناهم بسته

م شود.

آورید. دست به t زمانِ در را ان م و سرعت بردارِ الف⁃

است؟ چه قدر t زمانِ در ⟨r(t)⟩ قطره متوسط انِ م و ⟨v(t)⟩ متوسط سرعتِ ب⁃

t≫ γ−1 طولان مدتِ از پس و t≪ γ−1 حرکت ابتدایِ زمان هایِ تقریبِ دو در ج⁃

آورید. دست به را ⟨r(t)⟩ قطره متوسط انِ م و ⟨v(t)⟩ متوسط سرعتِ
https://www.youtube.com/@amiraghamohammadi



۲۰۶
لانژون معادله یِ و براون حرکتِ ۶

،τ زمانِ در باشد. طولان برسد زمین به قطره تا م کشد طول که مدت کنید فرض د⁃

مقدارِ تقریب این در م شود. ⟨z(τ)⟩ = 0 قطره متوسط ارتفاع است، τ ≫ γ−1 که

تقریب این در آورید. دست به g و h, γ جسبِ بر را τ

(∆x)2 := ⟨x2(τ)⟩ − ⟨x(τ)⟩2,

(∆y)2 := ⟨y2(τ)⟩ − ⟨y(τ)⟩2,

آورید. دست به را

در م رسند، زمین به که وقت ند، بچ h ارتفاع از مدل این مطابق قطره تعدادی اگر ه⁃

مثل نقطه ای

r1 = x(τ) i+ y(τ) j (۳۵ .۶)

م کنند، تَر را افق صفحه در که ناحیه ای شعاع است.

R =
√
⟨r21(τ)⟩ =

√
(∆x)2 + (∆y)2,

آورید. دست به h و kB, γ,m, g ،T دما حسبِ بر را R است.

نیرویِ ی و −γmv مقاومت نیرویِ حضور در نوسان گری برایِ لانژون معادله یِ ۲ .۶

خاصیتِ با F تصادف یِ

⟨Fs(t)⟩ = 0,

⟨Fs(t)Fs(t
′)⟩ = Γδ(t− t′)

از است عبارت

m
dv

dt
= −mω2x− γmv + Fs(t).

آورید دست به را زیر کمیت هایِ v(0) = 0 و x(0) = 0 فرض با الف⁃

⟨x(t)2⟩, ⟨v(t)2⟩
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مسائل
۲۰۷

آورید. دست به طولان زمانِ از پس را قبل بندِ کمیت هایِ ب⁃

را هم پارش) (قضیه متوسط پتانسیل انرژی یِ و جنبش انرژی یِ طولان زمانِ از پس ج⁃

آورید. دست به

۶ فصل

این که به توجه با دارد. مولفه ۳ و است برداری حالت این در نیوتن معادله یِ الف⁃ ۱ .۶

معادله هایِ م شوند. هم از مستقل معادله سه این ناهم بسته اند، هم تصادف نیرویِ مولفه هایِ

م توانیم پس کردیم. بررس قبلا که است حالت مشابه دقیقاً y و x مولفه هایِ به مربوط

با دارد. اضافه −mgk ثابتِ نیرویِ ی z مولفه یِ ول کنیم. استفاده جواب ها همان از

به م رسیم دادیم انجام درس در آن چه شبیه محاسبه ای

v(t) =v(0)e−γt +

∫ t

0
dt′

(
Fs(t

′)

m
− gk

)
eγ(t

′−t)

=
g

γ
(e−γt − 1)k +

∫ t

0
dt′

Fs(t
′)

m
eγ(t

′−t). (۳۶ .۶)

کرده ایم. استفاده v(0) = 0 از آخر رابطه یِ در

r(t) =hk +

∫ t

0
dt′ v(t′)

=hk +

∫ t

0
dt′

g

γ
(e−γt′ − 1)k +

∫ t

0
dt′

∫ t′

0
dt′′

Fs(t
′′)

m
eγ(t

′′−t′)

=hk +
g

γ2
(1− e−γt − γt)k +

∫ t

0
dt′′

Fs(t
′′)

γm
(1− eγ(t

′′−t)).(۳۷ .۶)

انِ م و ⟨v(t)⟩ متوسط سرعتِ است، صفر تصادف نیرویِ متوسط این که به توجه با ب⁃

م آیند دست به t زمانِ در ⟨r(t)⟩ قطره متوسط

⟨v(t)⟩ =g
γ
(e−γt − 1)k +

∫ t

0
dt′

⟨Fs(t
′)⟩

m
eγ(t

′−t)

=
g

γ
(e−γt − 1)k, (۳۸ .۶)
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۲۰۸
لانژون معادله یِ و براون حرکتِ ۶

⟨r(t)⟩ =hk +
g

γ2
(1− e−γt − γt)k. (۳۹ .۶)

به م رسیم t≪ γ−1 حرکت ابتدایِ زمان هایِ تقریبِ در ج⁃

⟨v(t)⟩ =g
γ
((1− γt+ · · · )− 1)k ≈ −gtk (۴۰ .۶)

⟨r(t)⟩ =hk +
g

γ2

(
1− (1− γt+

γ2t2

2
+ · · · )− γt

)
k

≈(h− g2t2

2
)k. (۴۱ .۶)

م کند. میل ثابت مقداری به ⟨v(t)⟩ متوسط سرعتِ t≫ γ−1 طولان مدتِ از پس

⟨v(t)⟩ ≈ −g
γ

(۴۲ .۶)

γt≫ 1 به توجه با است. e−γt ≈ 0 جمله یِ ⟨r(t)⟩ قطره متوسط انِ م محاسبه یِ در

به م رسیم

⟨r(t)⟩ ≈ (h− gt

γ
)k. (۴۳ .۶)

پس

⟨x(t)⟩ =0, (۴۴ .۶)

⟨y(t)⟩ =0, (۴۵ .۶)

⟨z(t)⟩ ≈h− gt

γ
. (۴۶ .۶)

τ ≫ γ−1 یعن است، طولان برسد زمین به قطره تا م کشد طول که مدت چون د⁃

جسبِ بر τ مقدارِ تقریب این در م شود. ⟨z(τ)⟩ = 0 قطره متوسط ارتفاع وقت است،

م آید دست به g و h, γ

h =
gτ

γ
, ⇒ τ =

γh

g
(۴۷ .۶)

پس آوردیم. دست به (۲۸ .۶) در که است مقادیری همان (∆y)2 و (∆x)2 مقادیرِ

(∆x)2 =
2kBT

mγ
τ, (۴۸ .۶)
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مسائل
۲۰۹

(∆y)2 =
2kBT

mγ
τ. (۴۹ .۶)

م شود تَر افق صفحه در که ناحیه ای شعاع R ه⁃

R =
√

(∆x)2 + (∆y)2,

=
2kBTτ

√
2

mγ
= 2

√
2 (
kBT

mg
)h (۵۰ .۶)

۲ .۶
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